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La distribucion de Boltzmann viene a ser el primer paso de lo que cono-
cemos como Mecdnica Estadistica, describe la energia esperada para un
IEscuela de Fisica, Universidad Nacional sistema que es capaz de intercambiar energia con un reservorio térmico,
dejando de ver las propiedades termodinamicas de un sistema como una
. cosa certera y viéndolas mds bien como un observable probabilistico; sin
jocsan hernndez @yahoo.com embargo dentro de este aparente movimiento azaroso de intercambio de
energia entre un reservorio y un sistema, llamado ensamble canénico,
existen ciertas caracteristicas deterministicas, que se exploran con la
ayuda de un programa desarrollado en el lenguaje Python en el presente
trabajo.

Auténoma de Honduras. lemail:

The Boltzmann distributions is what we would call the first step in what
is today Statistical Mechanics, it describes the mean energy of a system
that is capable of interacting via the exchange of energy with a thermal
reservoir, this leads us to see the thermodynamical properties of a system
as a set of mean values reign by this distribution, rather than set values,
however in this apparent random exchange of energy between a system
and a heat reservoir, called a canonical ensemble, there are certain deter-
ministic characteristics that we will explore with the aid of a computer
program developed in Python language in this article.
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I | INTRODUCCION

A introduccién por excelencia al problema que vamos a estudiar se trata de una analogiaBlundell

y Blundell| (2006)) imagine que tiene una caja grande que contiene 100 monedas idénticas. Uno

puede cerrar la caja y batirla a mas no poder, al abrir la caja notard que algunas monedas
tienen la cara o la cruz arriba. Hay muchas configuraciones posibles que se pueden lograr haciendo
este procedimiento (2100 para ser precisos, que viene a ser 10%9) y asumiremos que cada una de
estas configuraciones se da con exactamente la misma probabilidad.Asi, cada configuracién tiene
una probabilidad idéntica de existir de 107>°, cada una de estas configuraciones particulares se llama
microestado. Para identificar cada microestado deberiamos ser capaces de distinguir cada una de las
monedas y si boca arriba muestran cara o cruz; sin embargo la manera menos extenuante de obtener el
resultado de este «experimento» seria simplemente contar el nimero de monedas que estdn en cara y
que estdn en cruz. A esto le lamamos macroestado del sistema, a diferencia de los microestados no
son igualmente probables; por ejemplo de los casi 10°* microestados posibles, el siguiente nimero de
configuraciones es posible:

100!
~4x10%. = 100 caras y O cruces = =1

= 50 caras y 50 cruces = 100!0!

100!

50150!

II | DOS SITEMAS A LOS QUE SE LES PERMITE INTERCAMBIAR ENER-
GiA

Consideremos dos sistemas grandes en contacto térmico y aislados del ambiente (véase la figura
[I), los sistemas tienen energia E; y E», la energia total es la suma de estas dos anteriores y estd
fija.Asf la energia de uno de los dos sistemas basta para determinar el macroestado del sistema conjunto,
con un nimero de microestados relacionados, asi todo el sistema estd en un microestado Q (E|)Q2(E»).

El sistema parecerd elegir el macroestado que maximiza el nimero de microestados; hay tres grandes
suposiciones importantes para asumir esto:

= Cada microestado es igualmente probable. = Con el tiempo suficiente el sistema estard en
= La dindmica del sistema es tal que los microes-  cada uno de los microestados posibles la mis-
tados del sistema estdn en cambio continto. ma cantidad de tiempo (hipétesis ergddica)de’

Oliveira y Werlang| (2007)).

Estas simples suposiciones nos llevan a concluir que lo més probable es que el sistema se encuentre
en el macroestado con mayor microestados asociados a €I, si el sistema es muy grande al decir «muy
probable», me refiero a absolutamente y sobrecogedoramente probable; lo que pareceria ser una simple
suposicion probabilistica se convierte en una certeza practicamente absoluta y esto es lo que el c6digo
de computadora demuestra, de hecho.

Hemos asumido que nuestros estados probabilisticos son grandes, entonces pueden ser descritos por el
célculo. Es necesario maximizar el niimero de microestados, podria ser con respecto a E; o E», lo cual
no es relevante ya que la energia del sistema total es constante. Por ello, se hard con respecto a Ey:

d

E(QI(EI)Q2(E2)) =0. (1)
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S E>
Qy(E,) 0Q,(E;)

Figura 1: Dos sistemas a los que se les permite intercambiar energia

Y recordando que el que la energia esté fija implica que:
dE>
5, =
Las ecuaciones (I) y () nos llevan a la conclusion:
dLn(Q1)  dLn(L)
dE; dE;
Esta ecuacion define la distribucién mds probable de la energia entre los dos sistemas ya que maximiza

el nimero de microestados, esto normalmente se conoce como equilibrio térmico o mas cominmente
«estar a la misma temperatura», evidencia experimental demuestra que esto deberia ser igual a:
1 dLn(Q)

—_— 4
kgT dE )

—1. @

. 3

III | EL ENSAMBLE CANONICO

El problema que nos concierne (el que se va a tratar con el programa) estd intimamente relacionado al
ensamble candnico, a saber: tenemos un reservorio muy grande de energia térmica (un bafio térmico) de
energia E, que es capaz de darle energia a un sistema con capacidad térmica muy pequefia de energia
g, el reservorio tiene la capacidad de entregar esa pequefia cantidad de energia al sistema sin sufrir
ningtn cambio aparente, sin embargo la cantidad de microestados asociados a este proceso para la
leve perdedida del reservorio serd por tanto enorme (Q(E — €)), mientras que el sistema sélo tendrd un
microestado asociado.

Asi la probabilidad de que el sistema cuente con energia € sera:

P(g) < Q(E —€) x 1. 5)
Ahora tomando el logaritmo natural de la probabilidad y expandiendo en series de Taylor, obtenemos:
€
LnQ(E —€) = LnQ(E) — — + ... (6)
kT

Luego rechazamos los términos de orden superior al cuadrado al ser muy pequefios:
e
P(g) <e T, @)

La ecuaci(’)n es conocida como el factor de BoltzmanLandau y Lifshitz| (1980).
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IV | PROBLEMA A TRATAR Y CODIGO

Ahora, para ver de que hablamos cuando decimos que esta simple distribucién de probabilidad resulta
ser la certeza pricticamente absoluta cuando se trata de sistemas grandes, nos referiremos al siguiente
experimento computacional, imagine que tenemos un sistema que tiene 400 posiciones, cada una de
las posiciones en el estado inicial del sistema tiene un cuanto de energia, la energia total del sistema
estd fija (400 cuantos de energia), dejamos que las posiciones interactien las unas con las otras, asi un
cuanto se puede mover aleatoriamente de una posicién a la otra, no hay maximo de cuantos para una
sola posicién, bien podria tener 400 una sola posicién; pero obviamente el minimo es establecido de tal
forma que ninguna posicién tenga asignados cuantos negativos, supondremos que el movimiento de
los cuantos es completamente aleatorio y este es un punto importante [Knuth|(1968). A primera vista
y sin darle muchas vueltas al asunto, si movemos estos cuantos de manera aleatoria, no esperamos
encontrar ninguna especie de patrén en su comportamiento final, aqui es donde entra la importancia de
la hipétesis ergddica, en el programa se establecié que los cuantos se muevan muchas veces (varios
cientos de miles, para ser exactos) y el resultado es por demads satisfactorio (a saber: esta lejos de un
comportamiento errante y aleatorio).

El cédigo se muestra a continuacién, donde se han retraido las clases del objeto ensamble:

# Programa que mueva cuantos de lugar al azar
#Importando modulos

import math

import random

import numeric

#Creando objeto ensamble

class Ensamble:

#E1 objeto ensamble recibe el tamafio y que tanto vale cada
#cuanto en un ensamble microcanonico
def __init__ (self, tamanyo, cuanto):

#Se inicia el ensable de modo que cada microestado
#tenga la misma cantidad de cuantos
def iniciar(self):

#empezamos a mover cuantos de lugar, por completo al azar
#de una posicién a otro, cambiando asi los microestados
#aqui elegimos las posiciones a las que se moveran

def azar(self):

#Esto mueve los cuantos de uno en uno
def mover (self):

#Esto mueve los cuantos un numero n de veces
def maximizar(self, n):

#Definimos el valos maximo de energia presente
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Figura 2: Histograma de la distri- Figura 3: Histograma de la distri- Figura 4: Histograma de la distri-
bucion de los cuantos de energia bucion de los cuantos de energia bucion de los cuantos de energia
después de 340,000 iteraciones después de 340,000 iteraciones después de 340,000 iteraciones

def maximo (self):

#contamos la cantidad de cuantos que hay
def conteo(self,n):

#sacamos los datos

def histo(self):
ensamble= Ensamble (20,1)
ensamble.iniciar ()
ensamble.maximizar (340000)
print (ensamble.histo())

V | RESULTADOS

Se realizaron tres pruebas con el cédigo en cuestion, aqui es importante mantener en mente que el
movimiento de cada cuanto es por completo al azar, aqui sélo se estableciaron dos cosas cruciales
que llevan a los resultados, la primera es que la energia total del sistema esté fija, la segunda es que
los cuantos se puedan mover una gran cantidad de veces; los resultados se pueden ver en los tres
histégramas de las figuras 2] 3] fi] donde se ve la energia asociada a la cantidad de espacios que
contienen dicha energia.

Los resultados son por demds abrumadores, se puede notar claramente el comportamiento de una
funcién exponencial con argumento negativo (mayor energia, menos espacios asociados a esa cantidad
de cuantos), siendo que es muy poco probable encontrar un espacio que contenga mas de 8 cuantos de
energia asociados.

Uno de los mejores resultados estd asociado al histograma de la figura[d] aqui se puede observar muy
claramente una tendencia exponencial asociada a 27",

Claro estd los resultados se pueden observar mejor con una regresion linealizada, antes de ver los
resultados de esta linealizacidn tenga en mente que si bien 340.000 iteraciones suena a mucho, no lo es
realmente, el resultado tedrico se consigue al dejar pasar una cantidad practicamente infinita de tiempo,
a falta de dicha capacidad computacional, los mejores resultados obtenidos se observan en las figuras 3]
[61[7} cada uno asociado a los histogramas anteriores en orden.

De nuevo, el mejor resultado estd asociado a la regresion de la figura[7] en realidad no hay una razén
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Figura 5: Linealizacion de la dis- Figura 6: Linealizacion de la dis- Figura 7: Linealizacion de la dis-
tribucion de los cuantos después tribucion de los cuantos después tribucion de los cuantos después
de 340,000 iteraciones de 340,000 iteraciones de 340,000 iteraciones

particular para esto, ya que la simulacién se realizé en igualdad de condiciones; pero se puede ver
la gran presicién a que esto nos lleva (recuerde, los cuantos fueron movidos al azar, en principio no
deberfa existir ninguna distribucién asociada a los mismos).

VI | CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Se logré obtener el resultado esperado de que el movimiento aleatorio de muchos cuantos estuviese
descrito por una distribucién probabilistica como la de Boltzmann, siendo el mejor de los resultados
el relacionado a la tercer iteracion (figuras[7]y ), concluyendo que no hay razén en especifico para
que esta haya sido la que de mejor resultados. Vemos también la importancia de la hipétesis ergddica,
ya que es una parte fundamental de las tres suposiciones presentadas el hecho de que los cuantos se
muevan muchas veces a varios lugares, como trabajo futuro se busca realizar una labor similar en fisica
computacional para un caso semiclésico, incluyendo ya nociones de mecdnica cudntica para verificar
como es que principios similares a estos (por demds cldsicos y mas que todos probabilisticos) nos llevan
necesariamente a que la funcién de particion es la que contiene toda la informacién termodindmica de
un sistema.
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