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En este trabajo se utiliza el método de la caminata aleatoria para resolver
la ecuacién de Schrodinger para diferentes potenciales, este método fue
1Universidad Nacional Auténoma de Honduras introducido por Anderson (Andersonl [1975) para calcular la energia
fundamental de moléculas, este método también conocido como Monte
Carlo difusivo ha demostrado ser muy util en diferentes dreas de la
marco.reyes @unah.edu.hn mecénica cudntica (Gould & Tobochnik} 2012), (Kalos| 2008). Se cal-
cula la energfa fundamental para un oscilador arménico unidimensional
y en tres dimensiones, la energia fundamental para el potencial de Morse,
potencial coseno hiperbdlico, y potencial polindmico de orden cuatro, los
cuales son potenciales que modelan moléculas diatémicas. El objetivo
principal de la revision de este método es proporcionar a los estudiantes
un algoritmo simple de como aplicar este método de Monte Carlo a un
problema tipico de la mecénica cudntica.

en el Valle de Sulaemail:

In this paper, the random walk method is used to solve the equation
of Schrodinger for different potentials, this method was introduced by
Anderson (Anderson, |1975). To calculate the fundamental energy of
molecules, this method is also known as Monte Carlo diffusive and
proven to be very useful in different areas of quantum mechanics (Gould
& Tobochnik, 2012), (Curotto} |2010). The fundamental energy is calcu-
lated for a one-dimensional harmonic oscillator and in three dimensions,
the fundamental energy for the Morse potential, cosine potential hy-
perbolic, and polynomial potential of order four, which are potential
modeling diatomic molecules. The main objective of the revision of this
method is to provide the students a simple algorithm of how to apply this
Monte Carlo method to a typical problem of quantum mechanics.
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I | INTRODUCCION

or simplicidad se considera un sistema cudntico no relativista en una dimensién de una particula.
El estado del sistema queda completamente caracterizado por la funcién de onda, ¥ (x,¢), la cuél
puede interpretarse como una amplitud de probabilidad.
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La interpretacon de la funcién de onda, requiere que este normalizada
/ W (1) W (x,1) = 1 (1

La evolucién de una particula bajo la influencia de una energia potencial V (x,¢), estd dada por la
ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo.
0¥ (x,1) h? 9*Y (x,1)
ih = — —— 2V () P (1 2
T 2m  ox2 V)P &
Las cantidades fisicamente medibles tienen asociadas un operador, y el valor esperado de una cantidad
Aes

(A) = / W (x, 1) A (x, 1) dx @)

donde A es el operador correspondiente a la cantidad medible A.
Si la energia potencial es independiente del tiempo, se puede obtener una solucién de (2) de la forma
W (1) =y (x) e T @

Una particula en el estado (4), tiene una energia bien definida E. Al sustituir (4) en (2) se obtiene la
ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo (Griffiths, [2016).

1 d*y (x)
_ —F
RV v ) = By () )
Nétese que  es un estado propio del operador Hamiltoniano
N n? d?
con el valor propio E. Esto es
Hy (x) = Ey (x) )

Nuestro trabajo consiste en calcular el valor propio £ mds bajo posible, el estado fundamental de
energia (Eisberg, [2002), (Griffiths, 2016)). La forma general de ¥ (x,), puede ser expresada como la
superposicion de los estados propios del operador correspondiente a la cantidad fisica observable.

W (x,1) = chw (x) e E/P 3

Se utiliza el método Monte Carlo expresando la ecuacién Schrodinger basada en un tiempo imaginario.
Este enfoque fue desarrollado por Anderson (Anderson,|1975)), (Curottol [2010), (Giordano & Nakanishi,
2005)), (Gould & Tobochnik, 2012)

II | EXPLICACION DEL METODO

En muchos procesos fisicos las particulas de estudio se mueven de forma aleatoria o parecen tener
comportamiento aleatorio, muy andlogo a una caminata aleatoria que hace un borracho cuando camina
por la calle. Para simular esas trayectorias aleatorias vamos a introducir a los caminantes aleatorios. El
enfoque del método Monte Carlo requiere expresar la ecuacién de Schrodinger en un tiempo imaginario.
Para entender cémo interpretar la ecuacién de Schrodinger en términos de una caminata aleatoria en
tiempo imaginario, sustituimos T = ir /% en la ecuacién dependiente del tiempo de Schrodinger para
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una particula libre (Gould & Tobochnik! 2012)

0¥ (x,7) ﬁazT(x,r) ©)
ot 2m  ox?

La ecuacion (9) es isomorfa a la ecuacion de difusion, de aqui se puede interpretar la funcién de onda
¥ como una densidad de probabilidad con una constante de difusién D = /> /2m.

Para entender el rol de la energfa potencial en el contexto de la caminata aleatoria, se escribe la ecuacién
de Schrodinger en tiempo imaginario como

o¥ (x,7) A2 %W (x,1)
ot 2m  ox?

Si se ignora el primer término del lado derecho de la ecuacién (10), se obtiene una ecuacién diferencial
de primer orden que gobierna los procesos de decaimiento o crecimiento, dependiendo del signo de V.
Estas consideraciones sugieren que la ecuacion (10) se puede interpretar como una combinacién de
difusién y ramificacion.
El nimero de caminantes aumenta o decrece en un punto x dependiendo del signo de V. Los caminantes
no interactian entre ellos ya que la ecuacién (10) es lineal en W. Esto es, WAx corresponde a la
distribucién de probabilidad de los caminantes aleatorios. Esta interpretacién probabilistica requiere
que W sea real y positiva (Gould & Tobochnik, [2012)), (Tao, |2010).
Se utiliza esta interpretacion probabilistica de la ecuacion (10) para desarrollar un algoritmo que
determine la funcién de onda del estado base y su energia (Curotto, 2010), (Gould & Tobochnikl [2012]).
La solucién general de la ecuacién de Schrodinger para tiempo imaginario es

P (x,1) =Yy (x) e B (11)

—V(x)¥(x,7) (10)

Para 7 suficientemente grandes, el término dominante en la suma de la ecuacion (11) viene del estado
base, de aqui que

W (x,T — o) = coWpe Z0° (12)

Si Ep > 0 entonces ¥ — 0 y el nimero de caminantes también tiende a cero. Este problema puede ser
evitado midiendo Ej a partir de una energia de referencia V. arbitraria, la cual es ajustada hasta que
se alcanza un estado estacionario en la distribucién de caminantes aleatorios.
La energia base se calcula a partir de la relacién

YV (x;)

Ey= (V) Y (13)
donde n; es el nimero de caminantes en x; en el tiempo T. Se estima Eq calculando un promedio
para la suma anterior para varios valores de T una vez que se ha alcanzado una distribucién estable de
caminantes.

Para obtener la ecuacién (13) escribimos (10) y (11) introduciendo en ellas el potencial de referencia

0¥ (x,7) ﬁazT (x7)
ot 2m o2

[V (x) = Vrer] ¥ (x,7) (14)

W (x,7) & coyige (B0 Vrer)® (15)
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Primero se integra (14) respecto a x, ya que 0'¥/dx desaparece en el limite |x| — oo, / (a2lp/ axz) dx=

0, y de aqui

0¥ (x,1)
T v
—|—V,ef/‘P(x,r) dx

Si se deriva (15) respecto a T, se obtiene
o¥ (x,T
% = (Vref — E()) lP (X,T)

Al sustituir (17) en (16) se obtiene

/mﬁ Eo)W /v

+Vrgf/‘P(x,’c)dx

Cancelando los términos proporcionales a V.. r en (18), se encuentra

Eo/qf(x,’c)dx:/V(x)‘I’(x T)dx

JV(x)¥(x,T)dx

Bo= "9 i

(16)

7)

(18)

(19)

(20)

La ecuacién (13) esta conectada con la (20), WAx esta ligado con la densidad de caminantes entre x y

X+ Ax.

III I ALGORITMO

El siguiente algoritmo esta en el texto de Gould Tobochnik (Gould & Tobochnik, 2012), el cual se

tomé de base para los calculos.

1. Colocar Ny caminantes en posiciones iniciales 4. Calcular AV =V (x)

—Vier y un niimero aleato-

X; en una malla. rio r, que tiene un valor entre ceroy 1. SiIAV >0
y r < AT, quitar el caminante. Si AV <0y

2. Calcular la energia de referencia V,.r = r < —AV AT entonces agregar otro caminante
ZV,- /Np. en x. Este procedimiento es preciso solo en el

limite de At < 1.
3. Mover los caminantes aleatoriamente hacia la

izquierda o hacia la derecha con un paso fijo 5. Repetir los pasos 3 y 4 para cada uno de los Ny
As. El tamaiio As esta relacionado con el paso caminantes y calcular la energia potencial media
de tiempo AT asi (As)> =2DAt. D=1/2en  (20)y el nimero actual de caminantes aleatorios.
unidades tal que h =m = 1. La nueva energia potencial de referencia esta
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dada por pardmetro a es ajustable tal que el nimero de
a caminantes N permanece aproximadamente con-
— (N —Ny) (21) tant
NoAt stante.

donde N es el nimero actual de caminantes y
(V) es la energia potencial media. El promedio
de V es una estimacion de la energia base. El

Vier = (V)

6. Repetir pasos 3 al 5 mientras la estimacion
de la energia base (V) haya alcanzado un valor
estable.

El potencial de referencia se puede calcular de forma mas eficiente. Umrigar (Curotto, |2010) propuso

N
Vier = (V) —log <N> (22)
la cual suprime el crecimiento o decrecimiento abrupto de la poblacién y asi las fluctuaciones excesivas.
En este trabajo se implementd la mejora que Umrigar propuso.

IV | APLICACION DEL ALGORITMO

El algoritmo se implemento en gfortran, el programa gener6 un archivo externo. Las graficas se
obtuvieron con gnuplot.

1. Potencial de Morse: cuando se tiene un sis-  en la figura 1.
tema de dos particulas, la energia potencial es
una funcién de la distancia entre ellas. El poten-
cial de Morse es utilizado frecuentemente para
estudiar la interaccién entre dos dtomos A y B
que conduce a la formacién de la molécula

A+B— AB (23)

. ; T

_energia en hartree

Este potencial tiene la forma

2 tf”empo de difusion en (P"‘iartree)l‘1
V(r)=D (1 - e*ﬁ“*m)) 24)
Figure 1: Energia fundamental con el potencial de
donde D, By ry son constantes positivas que Morse
dependen del sistema de estudio. Por ejemplo
para la molécula H; los valores de estas con-
stantes son: 7.61 x 10~ 1? J,0.0193 pnfl y 74.1
pm respectivamente. Este potencial se suele uti-
lizar para estudiar la anarmonicidad en ciertas
moléculas. La anarmonicidad explica la presen-
cia de lineas adicionales de absorcién que corre-
sponden a ciertas transiciones.
El potencial de los célculos es el siguiente:

2. Potencial del oscilador arménico: este poten-
cial se ha estudiado ampliamente, explica oscila-
ciones armoénicas y se sabe que en una dimen-
si6n la energia base es 0.5 en unidades atémicas.
La figura (2) muestra el resultado del programa

Vir)=2(1—¢")’ (25)

La simulacién arroja
0.85410+£0.00103
el archivo generado por el programa se muestra
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energia en hartree

,: } . . . . g g i Torvwngia © 7

energia en hartree

tiempo de difusion en (Rartree)?

Figure 2: Energia fundamental para el Oscilador
Armonico en una dimensién

3. Potencial coseno hiperbdlico: modela la en-
ergia de interaccion en las moléculas diatémicas

 R2A(A—1)

2m

V() S
X - _
2 cosh? (o)
(26)
Este potencial tiene solucién analitica, los val-

ores propios estan dados de manera exacta por
2o’ [A(A—1)

"Tom | 2

si hacemos 2 = 1, m = 1 en unidades atomicas

de hartree, la energia fundamental corresponde

an =0, el valor exacto es Eg = —1.5. La simu-
lacién arroja —1.5223 £1.1101 x 102

—(A—1- n)z] 27)

2m

V | CONCLUSIONES

1. Se resolvié la ecuacién de Schrodinger en una
dimensién para varios potenciales con el método
de difusiéon Monte Carlo para potenciales que
modelan moléculas diatémicas, en todos los
casos se obtuvo la energia fundamental y el
error estadistico asociado, el valor tedrico esta

tiempo de difusion en (Rartree)?

Figure 3: Energia fundamental del potencial
Coseno Hiperbdlico

4. Potencial polinomial de orden 4: este potencial

se utiliza para estudiar la anarmonocidad.
V(x) = —20x° 4+ x> 4 x* (28)

La figura (4) muestra el resultado de la simu-
lacion.

_energia en nartree

tiempo de difusion en (Rartree)®

Figure 4: Potencial Polinomial de orden cuatro

La simulacién arroja —133.6371+£0.05197

5. Potencial oscilador armoénico tridimensional:
ahora se considera un potencial en tres dimen-
siones, el método igualmente es aplicable a
cualquier numero de dimensiones, en este caso
el valor tedrico de la energia base es 1.5 hartree,
el resultado numérico es 1.4885 1+ 0.001567.

contenido en el intervalo de confianza que se
obtuvo con la simulacién.

2. Se resolvi6 la ecuacion de Schrodinger para el
oscilador arménico tridimensional, la energia
fundamental obtenida predice de manera cor-
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recta la energia base ya que el valor tedrico esta lizar para resolver la ecuacion de Schrodinger en

dentro del intervalo de confianza de la simu-  cualquier numero de dimensiones, los graficos y
lacién numérica. La energia fundamental exacta los célculos muestran que el método tiene una
es 1.5, la simulacién arroja 1.497441+£00103 variabilidad considerable, de ahi la importancia

de calcular siempre el error estadistico.
3. El método de caminata aleatoria se puede uti-
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