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I | INTRODUCTION

Muchos cientificos percibimos a la mecdnica cuantica (MC) como un edificio de ideas bien acabado
cuya meta actual es ser implementado y comprendido en un cada vez mayor nimero de sistemas
microscépicos. A mds de 100 afios de su surgimiento, la estructura fundamental de la MC, sus aspectos
conceptuales bdsicos, permanecen incélumes. La evidencia experimental a favor de esta teoria es
abrumadora y si se la combina con la simetria de Lorentz, ésta conduce a la Teorfa Cudntica de Campos
cuyos resultados experimentales se cuentan entre los mds precisos obtenidos por el ser humano (Odom:
et al.| [2006).

Si pensamos que la columna vertebral de la mecdnica cudntica son los postulados de cuantizacién de
Dirac, también conocidos como cuantizacidn candnica (Diracl [1925[8)), entonces esta percepcion se
vuelve imprecisa. La razon de esto es que todavi’a persisten una serie de limitaciones o problemas
abiertos en el programa de cuantizacién canénica de Dirac (Dirac,[1978). Un ejemplo de esta impresicién
lo ofrece el Teorema ‘No-Go’ de Groenewold, el cual establece que no es posible asociar a cada funcién
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polinomial sobre el espacio de fase, un tnico operador abstracto cuya relacién de conmutacion esté
heredada por los corchetes de Poisson del sistema cldsico (véase por ejemplo (Halll 2013) pg. 272 o el
excelente articulo de Giulini (Giulini, 2003))). El Teorema ‘No-Go’ establece con rigor matemaético la
problematica del ordenamiento de la cuantizacién candnica el cual es un problema abierto de la MC.
Los efectos de este Teorema emergen, por ejemplo, en la cuantizacion canodnica de sistemas altamente
no lineales como la gravitacion (Isham, 1993} |Kuchar, |1993)). Claramente, hay aspectos de la MC que
constituyen, por asi decirlo, grietas en sus fundamentos, y también hay otros que pueden considerarse
elementos firmes. En este ultimo caso, destaca el Teorema de Stone-von Neumann del cual tratard este
trabajo.

El Teorema de Stone-von Neumann (SvN) (Hall, 2013} Moretti, [2013}; [Strocchi, 2008)) expone los
criterios que debe cumplir una representacion de las Relaciones de Conmutacién Candnicas para que sea
unitariamente equivalente a la representacion de Schrodinger. Nuestro propdsito con el presente trabajo,
es hacer un andlisis didactico de este Teorema, para lo cual nos conviene introducir algunos elementos
matemadticos claves a modo de motivaciéon. Primeramente, sinteticemos los pasos del programa de
cuantizacién canénica.

El primer paso consiste en realizar la descripcion Hamiltonianaﬂ del sistema fisico para luego construir
el dlgebra de Poisson de los observables, denotada como (F,+,-,{}). Donde + y - son la suma y la
multiplicacion escalar habitual en las funciones. La multiplicacién entre funciones viene dada no por la
composicién (que es la llamada multiplicacion libre), sino por el corchete de Poisson

OF 3G OF 3G
{F.Gy =55 — o= (1)

x4 dp,  Ipg Ox?’

En otras palabras, a partir de la descripcién Hamiltoniana del sistema fisico, dada por (I', Q,H), donde
I" es el espacio de fase, Q es la 2-forma simpléctica y H la funcién Hamiltoniana del sistema, se
construye el espacio de las funciones suaves (de preferencia analiticas) sobre I', denotado como C™(I").
Estas funciones forman un espacio vectorial con la suma y la multiplicacién por escalar “+”y “.”
dadas anteriormente. A este espacio vectorial se le agrega el corchete de Poisson (multiplicacién de
dlgebra) entre sus elementos usando la 2-forma simpléctica Q (ver (Giulini} [2003)) para mas detalles).
De esta manera, obtenemos el dlgebra no asociativa F de los observables del sistema. Nétese que en F
encontramos todas las funciones de interés como el Hamiltoniano H, el momento angular Z, etc.

El segundo paso consiste en promover cada elemento de F a un operador abstracto, de tal manera
que la relacion de conmutacién sea compatible con el corchete de Poisson, es decir, si g1,82,83 € F,
son tales que {g1,8>} = g3, entonces al tomar g; — Gy, g2 — G, y g3 — G3, debe cumplirse que
[G1,Gy] = ihGs3. Al dlgebra de operadores abstractos resultantes la denotamos como ¥ . Este postulado
es el que da lugar al problema de ordenamiento mencionado anteriormente en el Teorema ‘No-Go’ de
Groenewold (Giulinil 2003). Como “corolario", debemos mencionar que las condiciones de realidad
deben implementarse en este punto, es decir, si definimos la conjugacion compleja sobre F, ésta debe
extenderse como operacién de involucién sobre los operadores abstractos. Dicho de otra forma, si
el conjugado complejo de g es k, es decir, si g = h, entonces G* = H, donde G* es la operacién de
involucién (o “conjugacién”) sobre los operadores.

El tercer punto en esta versién resumida del formalismo candnico consiste en proporcionar un espacio
de Hilbert #H, su dlgebra de operadores O(#) y una representacién de los operadores abstractos de
en O(H). Conviene recordar que una representacion de un algebra F es un homomorfismo de algebras

n:F = O0H),G—n(G) =g, )

Omitamos por simplicidad el caso de sistemas con constricciones.
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donde T preserva las operaciones del dlgebra F y es comtinmente denotado con el simbolo ~ sobre la
funcién correspondiente de F.

Podemos ver en este dltimo punto que la eleccién del espacio de Hilbert debe ser tal que permita la
existencia del homomorfismo T entre los elementos de F y los operadores en O(# ). Usualmente y
como veremos mas adelante, se agregan otros requisitos a la representacion. Sin embargo, éstos no evitan
que exista una infinidad de espacios de Hilbert # en los que sea posible representar satisfactoriamente
el dlgebra F . En otras palabras, la eleccion de H y con esto, de la representacion de F no es dnica. Si
las representaciones no son Unicas entonces existe la posibilidad que den lugar a diferentes resultados
fisicos, pero sabemos que hasta ahora esto no sucede. Digamos por ejemplo que tenemos otro espacio
de Hilbert H’ y una representaciéon de F dada como ', simesla representacion usual de la MC, que
llamaremos representacion de Schréodinger, ;qué relacion hay entre Ty 7'?. ;Qué requisitos deberia
satisfacer T’ para que ambas representaciones sean equivalentes?.

Como veremos en este trabajo, la respuesta a esta pregunta la da el Teorema de SvN. Para comprender
este Teorema, se realiza el andlisis de las representaciones de F la cual conduce a varias dificultades
matematicas relacionadas con el dominio de los operadores en O(#). Estas dificultades se evitan con-
siderando un élgebra, introducida por H. Weyl (Weyl, |1950) y que constituye una versién exponencial
de las relaciones de conmutacion candnicas. Esta dlgebra, llamada dlgebra de Weyl (Moretti, 2013j
Strocchil 2008)), adquiere un cardcter ‘mds’ fundamental que la construida usando los conmutadores
heredados de los corchetes de Poisson. Esto quiere decir que eventualmente podremos tener una
representacion del dlgebra de Weyl sin que una representacién de las relaciones de conmutacién, como
las conocemos, sea posible. Este tipo de situaciones son comunes en gravitacion cudntica por lazos
(Thiemann, 2007), en cosmologia cudntica por lazos (Agullo and Corichi} 2014} Bojowald, 2008))
o en cuantizacioén polimérica (Ashtekar et al.| [2003)) y llamaremos a este tipo de representaciones
representaciones irregulares. En estos casos, los requisitos del Teorema de SvN no se cumplen y se
obtienen representaciones con efectos fisicos nuevos y sorprendentes.

Para hacer didactica la exposicién y mostrar el uso del Teorema de SvN, usaremos la representacion de
Heisenberg (Heisenberg, |1925) y la representacion de Schrodinger (Schrodinger, 2003) y mostraremos
su equivalencia usando el trabajo de E. Schrodinger (Schrodinger, 2003). Con este propdsito, en
la Seccion [II] repasaremos los aspectos matemdticos relevantes en la formulacién “moderna’de la
representacion de Heisenberg, también conocida como representacion matricial. Luego haremos el
tratamiento de la representacion de Schridinger o representacion ondulatoria en la Seccién [[II] y
haremos la comparacién entre ambas en la Seccion Aprovecharemos esta seccion para introducir
representaciones alternativas que motiven atin mds la necesidad del Teorema de SvN. Veremos que
la comparacion de cualquier representacion y la representacion ondulatoria invita a la construccion
del dlgebra de Weyl, razon por la cual conviene dedicarle enteramente la Seccién V] Por dltimo, en la
Seccién [VI expondremos el Teorema de SVN. Mencionaremos sus consecuencias y discutiremos su
alcance, tanto en representaciones irregulares como en la Teoria Cudntica de Campos.

I | HEISENBERG REPRESENTATION

Comencemos por la formulacién matricial la cual, para un sistema con un solo grado de libertad, emplea
como ingredientes basicos los operadores abstractos ¥, A, A*. Decimos que son abstractos porque no
hemos dado su representacion concreta como operadores sobre un espacio de Hilbert. Usamos estos
operadores para construir el dlgebra de observables, que denotamos como A4 y estd formada por todas
las combinaciones lineales z + uA +VA* siendo z, u, v nimeros complejos. Las operaciones de suma,
de multiplicacién por escalar y de involucidn, son las naturales como espacio vectorial complejo, es
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decir,

(21 + A+ VIA™) + (22 F + 1A +Vv,AY) (z1+2) ¥+ (U + ) A+ (vi+v2)A*, (3)
o (zHF + pA +vAY) (o) ¥ + (o) A + (av) A*, 4)
(W +pA+VvA")" = ZW+THA"+VA, 5)

cono € CyZz myV son los complejos conjugados de z, u y v respectivamente. De (5)) vemos que A* es
la involucién de A, con lo cual (A*)* = A. La multiplicacién del dlgebra estd dada por el conmutador
de operadoresﬂ que toma la forma

(20 + A+ VAT, 2+ A+ VoA = (uva — Vi)W, ©

y que resulta en el ya conocido [A,A*] = ¥ cuando zj, 22, V1 ¥ p2 son iguales aceroy uj = vy = 1.
El dlgebra A construida de esta manera es un dlgebra de Lie, lo que implica que satisface la identidad de
Jacobi. Esto es facil de comprobar notando que es ademds un dlgebra nilpotente, es decir, que satisface

[+ A+ ViA" [+ A+ Vo AY 3+ i3 A+ V3 A = [ W+ A+ Vi A", (uv3 — uzvo )]

@)
de este modo, para cualesquiera elementos By, B, y B3 € A4 tendremos que [B;, [B;,B;]] = 0, con
i,j,k=1,2,3. Usando este resultado obtenemos que la identidad de Jacobi

By, B2, Bs]] + [Ba2, B3, B1]] + [B3, [B1,B2]] =0, (8)

se satisface ya que cada sumando serd nulo. El hecho de que A4 sea un dlgebra de Lie nos va a ser de
mucha utilidad mds adelante cuando usemos la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff.

Veamos ahora los elementos importantes del espacio de Hilbert que vamos a emplear para representar
al dlgebra 4. En nuestro caso, tomaremos el espacio de Hilbert de Fock Hf, usualmente empleado en
los cursos de mecdnica cudntica. Los vectores de Hg,q estdn formados por combinaciones lineales
(posiblemente infinitas) de la forma

v) =Y ¥j), ¥eC, )
j:

donde |j) son objetos abstractos que representan una base contable en el espacio de Hilbert de Fock
Hroex. Los vectores de este espacio tienen norma finita dada como

1/2
|[¥)]] := <Z |le2> < oo, (10)
Jj=0

Esta norma lj es la inducida de la expresién |||¥)|| := v/ (¥|¥), donde el producto interno viene
dado como

Jjus=0

(P|®) = (Z Jqf*> ():q>| ) Y ¥ies =) ¥ie), (11)
Jj=0 j=0

y hemos tomado la base |j) como ortonormal: (j|s) = §; ;. No es dificil convencerse de que en efecto,

la suma de dos vectores de la forma @]} es otro vector en Hr,qx, es decir, que tiene norma finita.
Pasemos ahora a representar el dlgebra 4 en #g,q dando primeramente la representacién de los
generadores ¥, A, A* del dlgebra

W1, dny=|n), A=A An)=vmn—1), A*—A" Afn)=Va+1|n+1), (12)

2Recordemos que el conmutador entre dos operadores E y F es la relacién [E,F] := EF — FE.
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y verifiquemos que esta representacion satisface las relaciones de conmutacion dadas en (6)) calculando
[X, X“'} n) = A AT|n) — AT Aln) = (n+ 1) |n) —n |n) = |n) = 1|n).

Esta representacion de los generadores la extendemos a los demds elementos del dlgebra A con lo cual
tendremos

a=W+puA+VA* — aG=Z1+pA+vAT; Gln) = z|n) +uv/nln—1)+vvn+1n+1),  (13)

e igualmente confirmamos que las relaciones de conmutacion (6)) se satisfacen
21+ A +viAT, ZzT+Mzg+Vzﬁ] In) = (1 V2 —Vim)|n). (14)

Esta representacion es fiel e irreducible como es requerido. Lo primero puede verificarse notando que
la identidad del dlgebra ¥ se asocia al operador identidad 1 dado en lo cual permite por ejemplo
tener razonablemente bien puesto el problema de autovalores de los operadores. La irreducibilidad
se confirma al mostrar que no existen subespacios invariantes de 4 en Hg,q con lo cual toda la
‘informacién relevante’ estara contenida en todo el espacio de Hilbert y no en algin subespacio de
éstd]

Finalmente, notemos que la operacién de involucioén del dlgebra a* se asocia a la operacién a',
es decir, si a — @, entonces a* — AT y que estd dltima es la operacién de adjunto definida como
(PAT|®) := (W|AD). Esto nos permite escribir la accién de los operadores en el duaﬁ de Hpyer de la
forma

(T =tnl, (AT = Va1, (A= Vatint1]. (15)

A la representacion del dlgebra 4 dada en (13)) o la dada por la accién de sus generadores (12) la
llamamos representacion matricial o de Heisenberg y su aspecto matricial se obtiene cuando escribimos
las cantidades (m|A|n) y (m|A"|n) en forma de matrices

0 0 0
0 v1i 0 0 - Ji o o
I O R S T 0 V2 0 16)
m,n 0 0 0 \/g ) m,n () 0 \/g 9

y con esto, cualquier elemento de A4 se escribe también en forma matricial identificando <m|T|n> con la
matriz identidad. Nétese que las matrices resultantes son matrices (cuadradas) de dimension infinita.
Claramente, esta descripcién depende notablemente de la base utilizada (|n) en nuestro caso) y por eso
hay que ser cuidadosos con los resultados ya que ello puede implicar que éstos dependan de la base
empleada y no del operador en cuestiétﬂ Por dltimo, cabe mencionar que el trabajo de Heisenberg
(Heisenbergl 1925) no emple6 las matrices [A], [A] sino las correspondientes a los operadores [5] y [p)].
Sin embargo, el andlisis en este trabajo pretende simplificar la exposicion usando notacidn relativamente
moderna y compatible con los cursos de Mecanica Cudntica de mds actualidad. o

El siguiente paso en nuestro andlisis consiste en estudiar los dominios de los operadores A y A", Para
ello, recordemos que el dominio de un operador, por ejemplo A, es el subespacio formado por los

Tomar representaciones que no sean irreducibles conduce a resultados no fisicos p. ej. el espectro del oscilador arménico cudntico resulta no acotado si la representacion
es reducible. Puede verse (Giulini}|2003) para mds detalles.

4 - . " . . . - Lt <
Recordemos que por el Lema de Fréchet-Riesz, el dual ™ de un espacio de Hilbert # es isomorfo isométrico a éste.

5Esla es una de las criticas de J. von Neumann a la formulacién de la Mecdnica Cudntica hecha por Dirac (ver (von Neumann||1996)).
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vectores |¥) € Hr,ox tales que A |¥) € Hoex. Este subespacio lo denotamos como

Dom(A] = { 1) € Hra | AI¥) € Hroa} a7
En otras palabras, dado un vector |¥) € Hp,q con componentes {¥;} dadas como en @), vemos que
la accién de A conduce a un nuevo vector A |¥) = i ¥; (A]})) que no estd necesariamente en Hy.

Jj=0
El vector A |W) estard en Hp, si sus componentes, que son las cantidades {4/j¥;}, satisfacen la

1/2
.., . 52 . ~
condicién de norma finita (Z ¥ \/j] > < oo, Si el nuevo estado A |'¥) cumple con esto, entonces
=0

decimos que el vector |¥) estd en el dominio del operador A.
Naturalmente podemos encontrar vectores de Hr,er que no estén en Dom[A] como por ejemplo

|®P) = \f |0) + Z ). En este caso, vemos que la norma del vector |||®)|| es una cantidad finita

1/2
o= (L 2y 1) (1 aE)
S \2 w e \2 =w°6 -

y por lo tanto pertenece a Hg,c,. Sin embargo, la norma del vector A |®) es infinita y por lo tanto no
pertenece a H,r. Esto lo verificamos haciendo el célculo explicito de su norma

\/§< 11 >1/2 V3

igual a

A _ V2 242 _ V> 1/2
A= (11t ) = Loy

donde &(s) es la funcién Zeta de Riemann la cual diverge en s = 0. De modo que, |®) es ejemplo de un
vector que esté en Hpex Pero que no pertenece al dominio de A, es decir, |®) ¢ Dom[A]. El dominio
del operadorA lo definimos de forma similar

DOII’I[ ] {l‘P> € y_[Fock | A\{|1P> € -{]_[Fock}a (18)

y también podemos hacer el ejercicio de encontrar vectores de Hroek que no pertenezcan al subespacio
Dom[A"].

El hecho de que los dominios de los operadores A y A" no cubren todo el espacio de Hilbert Hr,ex
indica que éstos son operadgres no acotados en Hr,.. Esto se puede entender si recordamos que la
norma ||O|| de un operador O sobre un espacio de Hilbert se define como

~ 0 |01 0¥)!/2

|o]] == = SUP|W) e Hirpet | [ |‘|P>>| | = SUPW) e Hpper <<|\Pq;|>1/>2’ (19)
donde sup indica tomar el supremo del cociente. Si calculamos las normas [|A|| y ||AT|| vemos que
divergen. Para ello basta con tomar estados que no pertenezcan al dominio de los operadores, p. €j.,
el estado |®) dado anteriormente. De esta manera el numerador en serd divergente y con esto la
norma de los operadores A y At

Por otro lado y antes de continuar, notemos brevemente algunas implicaciones de esta definicién de
norma, usualmente conocida como norma del supremo o norma uniforme. Primero que el operador
1 es un operador acotado y con norma ||1|| = 1 y segundo, que lo mismo sucede con los operadores
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unitariosﬁ U, éstos son acotados y tienen norma igual a 1, lo cual puede verse facilmente haciendo el
siguiente cdlculo

o (P02 (P|0~'0)' 2
U1 = $UP1w) et ™ gy iz = SUP)Hos ™ gy 1 (20)
Mas atn, un andlisis de los dominios de estos dos tipos de operadores indica que Dom[ |=Hy
Dom[U ] H y aqui omitimos el subindice “Fock” en H ya que este resultado es valido para cualquier

espacio de Hilbert. Estos resultados nos van a ser ttiles en el andlisis del dlgebra de Weyl en la siguiente
seccion. o

Regresemos entonces a la idea anterior y observemos que si los operadores A y A son no acotados,
entonces las relaciones de conmutacién dadas en conducen a la siguiente conexién entre los
dominios

AlAT v | -AT|lA | | =19, 1)
~ ~ ~
eDom(a7] eDom[a] € Hrock
eDom(4] eDomjAT]

lo cual indica que (14) solo serd satisfecha si opera sobre vectores |¥) que pertenezcan a los dominios
deAyA'y tales que AT|¥) € Dom[A] y A|¥) € Dom|[A"]. Los vectores - que cumplen con estas
condiciones forman un subespacio de Hg, que denotamos por DOH]F(,L](HA AT]] C Heoer- Es claro
que el conjunto de vectores que cumple con estas condiciones forma un subespacio que pertence a la
interseccion de los dominios de A y AT, es decir, Dompy [[A A M c Dom[A} N Dom[AT] Un ejemplo
del tipo de vectores que pertenecen a este subespacio son los formados por series con un nimero finito
de términos.

Estos elementos son los aspectos relevantes de la representacion de Heisenberg. Corresponde ahora
introducir aquellos necesarios para la descripcién de la representacion de Schrodinger.

III | SCHRODINGER REPRESENTATION

El dlgebra de observables en la mecdnica ondulatoria es la formada por los operadores abstractos ¥, X
y IP. Los elementos de esta dlgebra, que denotamos como .S, estdn dados por las combinaciones lineales
W+ oX + BP, donde z,a,f € C. Al igual que 4, el dlgebra de observables . es un dlgebra de Lie con
involucién. Las operaciones de multiplicacién e involucion en S estdn dadas de la siguiente forma

21+ X+ BiP, 2ol + 00X+ BoP] = i (o o — Pr o), (22)

(¥ +oX+BP)* = Z¥+aX+pP, (23)
siendo Z, @ y B los complejos conjugados de z, ot y P respectivamente. Las relaciones dadas en son
las llamadas Relaciones de Conmutacién Canénicas (RCC) y el dlgebra de Lie construida con ellas

resulta de tomar funciones lineales sobre el espacio de fase del sistema clésico. Si tomamos z;, z2 , B1 y
ol iguales a cero, obtenemos la expresion familiar cuyo tinico conmutador no nulo es

[%p] = in1. (24)

6Recordemos que un operador U se dice unitario si 010 = U0 =1, siendo U el adjunto de U.
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Vemos también de que los operadores abstractos X y IP son reales ya que cumplen con X = X* y
P = P* a diferencia de los generadores del dlgebra 4.

Pasemos ahora a analizar el espacio de Hilbert empleado para representar el dlgebra .S. En nuestro caso,
tomaremos el espacio #s,.;, formado por las funciones complejas de cuadrado integrable

oo 1/2
}[Sch:Lz(}R,dx):{‘P:R—)C;xH‘P(x), |‘I-‘(x)||::</ |‘P(x)|2dx> <oo}, (25)

siendo ||¥(x)|| la norma de W(x). Evidentemente, este espacio es bastante grande y contiene funciones
muy variadas como por ejemplo, funciones no analiticas o discontinuas, entre otras. Un ejemplo de
funcién de cuadrado integrable que no es continua es el vector ®(x) dado como

0, x<l1,
o ={ 5 1)

el cual tiene norma finita

@] = ( :wdD(x)dD(x)dx)l/z _ (/1+°°;2dx>1/2: Vi=1.

La representacion de S en este espacio es la conocida representacion de Schrodinger la cual estd dada
como

~ = PN h d
K1, 1¥x) =¥, Xe—x 3¥x=x¥k), P—p, p¥kx) = fd—‘P(x), (26)
1 ax
y puede verse con cierto cuidado que (26) es fiel e irreducible y que ademds, satisface las RCC dadas
en (24) o su versién extendida dada en (22)
~ ~ ~ h d h d )
[RAV() = F(P¥() ~ PEV() = T3 W) = 5o (3P(@) = %) @D)
Sin embargo, de manera similar a la representacion de Heisenberg, los operadores X'y p son no acotados.
Para ver esto, notemos que los dominios de estos operadores son

Dom[x] = {¥(x)€ Hsen|x¥(x) € Hser}, (28)
h d
pompl = {0 € 960150 € 96 . )

los cuales no abarcan todo el espacio de Hilbert #s.,. Como vimos para el caso de A4, esto indicard
que las RCC serén satisfechas solo en caso de tomar estados P(x) que pertenezcan al subespacio
Domg,;[[%, p]] el cual puede deducirse usando un esquema similar al dado en (21))

| p Y | -plx v | =in1e), (30)
~—~— ~—~— ~—~—
eDom|p| eDom{y] EHsen
eDom(z] eDom|p|

y de la misma manera tendremos que Domg[[X, p]] C Dom[x] N Dom[p]. Un ejemplo del tipo de
vectores que encontraremos en este subespacio son aquellos formados con productos de polinomios

con Gaussianas, p. ej., P" (x)e*kxz, donde P (x) es un polinomio de grado n y k € R.
Conviene resumir lo hecho hasta aqui, ya que hemos dado los ingredientes principales de ambas
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representaciones, la de Heisenberg y la de Schrodinger. Por un lado tenemos el dlgebra 4, el espacio de
Hilbert Hr, y una representacion fiel e irreducible de A en Hg,, dada en . Los elementos en esta
representacion, que llamamos de Heisenberg, pueden escribirse en forma de matrices empleando la
definicién dada en (I6) y de aqui sale el nombre de representacién matricial. Esto indica que podemos
pensar a los operadores a como matrices y a los estados como sucesiones dadas por sus componentes
{¥;} usando @]) Mientras que por otro lado, tenemos el dlgebra S, el espacio de Hilbert Hs,;, y una
representacion fiel e irreducible de S en Hs,y, dada en . Los operadores en esta representacion son
operadores diferenciales mientras que los estados son funciones de onda ¥(x), cuya variable x es una
variable continua.

Claramente, ambas representaciones son descripciones cudnticas totalmente diferentes. Esta diferencia
se acentda si tenemos en cuenta que en la exposicién que seguimos, no existe ninguna aparente
relacion entre ellas ambas representaciones. Es decir, no hemos vinculado los elementos de una
construccién con los elementos de la otra. En la siguiente subseccién mostraremos la relacién entre
ambas representaciones siguiendo el trabajo de E. Schrodinger. También veremos c6mo emergen otras
posibles representaciones diferentes de las anteriores dando lugar a una infinidad de representaciones
matriciales y ondulatorias.

IV | COMPARISON AND ALTERNATIVE REPRESENTATIONS

El primero en mostrar que ambas descripciones eran esencialmente la misma fue E. Schrodinger
(Schrodinger;, |2003)). Su trabajo, notablemente detallado, establecié los requisitos mediante los cuales
las matrices obtenidas en la descripcién de Heisenberg se relacionaban con las amplitudes obtenidas en
la descripcién ondulatoria. Mostremos resumidamente las ideas seguidas por E. Schrédinger pero antes
vinculemos ambas representaciones.

Relacionar ambas representaciones consiste en dar una transformacion entre los espacios de Hilbert
donde estan definidas que vincule los operadores asociados a cada representacion. Para esto, requerimos
de una relacién biyectiva f : Hroex — Hsen tal que preserve los subespacios

f (Dompoal[4,A"}) € Domsa[[%.5)l, £~ (Domsasl[%.51]) € Dompuk[A,AT). G31)

ya que asi, vectores que saturan las RCC en un lado, también lo hardn en su imagen. Pedimos que f sea
ademds unitaria ya que de este modo, las normas de los estados se preservan de forma exacta

) =[1£CEDIL - @I =117 ()] (32)

Esta relacién entre las amplitudes permite considerar que la accidn de los operadores en la representa-
cion de Schrodinger, digamos Og, es la imagen de la accién de algtin operador en la representacion de
Fock, digamos O 4, es decir,

~ ~

Os=f0af". (33)
Ambas acciones se conectan usando la aplicacién f y su inversa, de manera que cierra el diagrama de

la figura (T)).
Sabiendo que X'y p satisfacen las RCC , entonces tendremos que deben existir operadores X4 y Pg
en Hr,q tales que satisfagan las mismas RCC, es decir, que se cumple

p-p% = (fXaf ")Y(fPaf )~ (fPaf ") (fXasf™h),
f()?ﬂﬁﬂ—ﬁﬂ)?ﬂ) fl=int,
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Figura 1: Relacién entre los operadores en las representaciones de Heisenberg y Schrodinger.

de lo cual obtenemos
XaPq—PaXq = ihlg, (34)
donde los operadores Xa y P estan definidos como
Xa:=f"'Xsf,  Pa:=f"'Xsf. (35)

Los operadores X 2y ﬁﬂ son operadores matriciales ya que actdan sobre Hr, y los podemos ver como
la version matricial de los operadores de ‘posicién’ y ‘momento’ respectivamente. Queremos ahora
relacionarlos con los operadores que forman la base del dlgebra 4 y que esta relacién coincida con la
dada por W. Heisenberg en (Heisenberg, |1925)). Para ello, imponemos que se relacionen con A y AT de
la manera mds simple, es decir, una relacién lineal que ademads incorpore el hecho de que X qy ﬁ,q son
auto-adjuntos en Hg,e. Esto lo hacemos usando una transformacién de la forma

Xa=0A+0A",  Py=PA+PBAT, (36)
siendo o y B ndimeros complejos que, imponiendo satisfacen la condicién
ap —ap = ih. (37)

Escribiendo estos nimeros en su forma polar, o = |oe® y B = |B|¢™, tendremos que la condicién
anterior toma la siguiente forma

2|at| B] sin (6 — Op) = 2, (38)

la cual establece una condicién entre los médulos absolutos |0 y |B| y la diferencia entre las fases
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AB := 08¢, — 0. Usando esto, los operadores X ay IA’,q pasan a escribirse como

5(\,"4 — ‘a| |: 63+A9)A+e (9[3+A9)A\T} , (39)
~ h
Py = — 1 [
A 2|a sin(A6)
Podemos ver de (39) y @0) que al tomar

eiesmeffew} . (40)

o =/ —, B = —A8, AB=T/2, 41)

recuperamos las relaciones entre los operadores usadas para describir el oscilador arménico cuantico
simple, cuyo estudio es primordial en los cursos de Mecanica Cudntica. Estas relaciones son ademds
las mismas usadas por W. Heisenberg en (Heisenberg, |1925).

De esta manera, (35), (39) y @0), constituyen el vinculo entre los operadores de la representacion de
Fock y la de Schrodinger. Vemos no obstante que existe ambigiiedad a la hora de relacionar X a, P,q con
A y A y que ésta estd contenida en los pardmetros |0l y AB. A este punto volveremos mds adelante en
esta subseccidn, por ahora continuemos con el analisis de E. Schrodinger.

En su andlisis en (Schrodinger, |2003), E. Schrédinger propone la forma explicita de la biyeccion f.
Para hacerlo, primero propone que existe una base ortonormal de funciones \/p(x)u;(x) € Hsc;, con
j=0,1,2,... con la cual se construyen las siguientes cantidades

fuslfle) = [ dpe) 3 ) v 0, )

siendo p(x) la funcién ‘densidad’ que es igual a la identidad en nuestro caso. Estas cantidades se hacen
coincidir con los elementos de matriz (j|X7|k), es decir,

(j|1Xalk) = (u;|Rlu), 43)

relacionando asi los elementos de la representacion de Fock (lado izquierdo) con los de la representacion
de Schrodinger (lado derecho). Usando este vinculo, vemos que la funcién f estard dada como

S Hrock — -{]{S’ch; ‘.]) — puj<x)7 (44)

y puede mostrarse que las RCC se satisfacen de esta manera. El trabajo de Schrodinger no profundiza
en el rigor matematico de su construccion y solo establece el vinculo entre ambas construcciones de
manera practica.

Ahora bien, regresemos al asunto de la ambigiiedad en los valores de los pardmetros |a| yA A@. Cada
elecci6n diferente de estos dos pardmetros dard lugar a una relacién diferente entre X'y p con A y AT Si
nos ajustamos al esquema seguido por W. Heisenberg en (Heisenberg, [1925), son las RCC dadas por
5) las que tienen cardcter fundamental, es decir, los operadores Xy Pg son la base del dlgebra 4,
mientras que los operadores A y A" son solo operadores auxiliares usados para proveer la representacion
de X4 y P4. Si nos adherimos a esta idea y tomamos la representacion de Heisenberg para X4 y P4
como

~ I h ~ | h
[Xﬂ]m,n = m(\/ﬁsm.nfl +vn+ 18m,n+l)7 [P,’Zl}m,n =i %ﬁ)( vVn—+ 18m,n+1 - \/ﬁsm,nfl)a

(45)
donde los pardmetros |al|, 6 y AB estan dados en ( i entonces podemos pensar que cada eleccién de
los pardmetros en - y (40) provee una representacién de Heisenberg diferente, etiquetada por |a| y
AB. De esta manera, en lugar de considerar una sola representacion matricial, tendremos una infinidad
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de ellas y cada una de las cuales deberd compararse con la de Schrodinger. Esto lo podemos hacer mas
preciso de la siguiente manera.

. . A8 ; : . .
Tomemos el espacio de Hilbert de Fock }[I‘pgc‘k con las bases | j), con j un niimero real cuyo dominio

fijaremos mds adelante, es decir, no tomaremos necesariamente los enteros no negativos. Para obtener
. .. S I~ |ot],AB
ll escribimos la representacion de X4 y Pg en Hg, ;- como

Xaln) = ,/%(\/ﬁm—nﬂ/wunﬂ», (46)

Paln) = —i\/hme(\/ﬁ\n—U—vn—l—Hn—Fl)). 47

. . N o,A0 z
Si ahora usamos l) y , obtenemos que las representaciones de A y AT en ﬂ-[F‘ocl,k estardn dadas
como
i€

Aln) _c [(1 +|6e " cose) y/aln) + (1 — |a2e Ecose) Va+ 1|n+ 1>} . (48)
2|& cose
Aty = m[(17|(~x\2e’£coss)\/71|n>+(1+\6L|2e’£cos£)\/n+1|n+1>}, (49)

donde hemos definido & := o Zme ye:=A0— E Puede verse inmediatamente que esta representa-
cion, si bien es del tipo matricial, no coincide con la dada en @ y que cada eleccién diferente de & y
€ da lugar a una representacion diferente de los operadores A y A'. Naturalmente, el espacio de Hilbert
}[ASCI}(AS también serd diferente. Esto lo podemos observar si calculamos el cuadrado de la norma del
estado A|n)

[(Aln))|]> = 2(1+@*cos*€) n+ (1 —2|a|*cos”e + |@&|* cos”e) ] ,

(2]6| cose)? [2(

la cual serd no negativa si se cumple que n > ny donde ng esta dado por

[1—2|&|? cos® e+ |6 * cos® €]
2(1+6*cos?e)

ng=— (50)
De la representacion |b y lb para los operadores A y A vemos que éstos solo agregan cantidades
enteras al valor n del estado, es decir, ‘trasladan’ el valor de n en cantidades n — 1 6 n+ 1. El valor ny
es el minimo valor posible para tener normas definidas positivas, con lo cual debe cumplirse

Alng) =0, 51)

con lo cual, es claro que |ng) es el estado base asociado al espacio de Hilbert }[Flgcl,f, ahora escrito en
términos de & y €. La base en este espacio serdn los estados abstractos etiquetados con n = ny 4,
siendo p un entero no negativo, es decir, |ng), |ng+ 1), |no+2),... De esta forma, hemos obtenido no
una, sino infinitas representaciones matriciales y cada una con un estado base |ng) diferente. Todas
ellas tienen una relacion andloga a la dada en (@4) con la representacion de Schridinger pero, mostrar
con rigor la equivalencia unitaria de cada una de ellas con la represetacion de Schrodinger no es tarea
matematicamente simple si se tiene en cuenta que los dominios deben preservarse y que los operadores
son no acotados en cada una de ellas.

A pesar de lo anterior, es plausible concebir que esta relacion unitaria exista y esto conduce al siguiente
razonamiento: siendo las representaciones matriciales y ondulatorias construcciones notablemente
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diferentes en su naturaleza, el hecho de que exista una relacién unitaria entre ellas sugiere que sus
diferencias son mds bien un efecto ‘accidental’ de la representacion (de Fock en este caso) y que deben
existir caracteristicas esenciales a partir de las cuales podamos inferir si dada una representacién de las
RCC ésta es equivalente (unitariamente) a la de Schrodinger.

Esta es justamente la motivacién de J. von Neumann como podemos ver de la siguiente cita

[...]Since the systems Fz and Fq are isomorphic, and since the theories of quantum mechanics cons-
tructed on them are mathematically equivalent, it is to be expected that a unified theory, independent
of the accidents of the formal framework selected at the time, and exhibiting only the really essential
elements of quantum mechanics, will then be achieved]...]

J. von Neumann, Chapter I, pg 32-33, (von Neumann, |1996)

En su libro, J. von Neumann se refiere a Fo y a Fz a los espacios de funciones construidos con la
version ondulatoria y la matricial respectivamente. Estos espacios contienen las funciones de onda en
la versién ondulatoria y la matricial.

Esas caracteristicas intrinsecas son precisamente las mostradas en el teorema de Stone-von Neumamﬂ
La idea es que dada una representacién de las RCC, podamos bajo ciertos criterios, dados en el teorema,
evaluar si existird una aplicacién f que relaciones la representacién dada con la de Schrodinger. Para
mostrar los requisitos que debe cumplir la representacién pasemos en la siguiente seccién a introducir
el dlgebra de Weyl que serd la que nos proporcione.

V | WEYL ALGEBRA

Vimos en la seccion anterior que al trabajar con representaciones de las RCC, los operadores que
encontramos resultaban ser operadores no acotados. Como resultado de esto, los dominios de estos
operadores no cubrian todo el espacio de Hilbert de la representacién. Esto no supone mucho problema
en el caso de la representacion matricial ya que E. Schrodinger mostr6 que es equivalente a la represen-
tacién ondulatoria. No obstante, si tomamos una representacion diferente, ni matricial ni ondulatoria,
para evaluar su relacién con la representaciéon de Schrodinger tendriamos que estudiar los dominios
de los operadores fundamentales y luego buscar la biyeccién f que la vincule con la representacién
ondulatoria preservando ademads los dominios. Este proceso puede resultar laborioso y para eludirlo,
conviene obtener una representacion de las RCC en la que los operadores sean unitarios y de esta
manera, los dominios serdn todo el espacio de Hilbert ya que los operadores unitarios son acotados.
Esto facilitara la posterior comparacién con la representacion de Schrodinger.

Tomemos como representacion de ejemplo la representacion de Heisenberg e ignoremos para este fin
los resultados de E. Schrodinger. El problema que nos planteamos es entonces construir un operador
unitario a partir de los operadores en 4. Para ello, ocupamos el Teorema de Stone sobre grupos unitarios
mono-paramétricos como viene en (Hall, |2013)),

Stone’s Theorem: Suppose U (+) is a strongly continuous one-parameter unitary group on #. Then the
infinitesimal generator A of U(-) is densely defined and self-adjoint, and U (t) = €™ for all r € R.
Dicho de otro modo y usando la descripcién dada en (Reed and Simon| |1975)), este teorema sugiere que

(=~
si O es un operador auto-adjunto, entonces la serie de potencias Z (isO)" /n! cobra sentido y converge
n=0

al operador ¢*° en norma.

7 . . .
Se trata en realidad de una serie de teoremas y no un solo teorema como comtinmente pensamos.
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Este resultado nos permite entonces elegir operadores auto- adjuntos de O € 4 con los cuales construir
operadores unitarios e’ 0 con s € R. Sea entonces el operador zlA + z2A con z1,z2 € C e impongamos
que éste sea auto-adjunto, es decir, (1A + A7) = (214 + A7), Esto i impone las siguientes condicio-
nes sobre los nimeros z; y z2, a saber, z; = Z» y con esto el operador ZA +zAT es auto-adjunto en el
espacio de Hilbert Hz,. Siguiendo el Teorema de Stone, para cada valor z € C, tendremos un operador

unitario en Hg,q dado como
(52)

Podemos verificar que es unitario al hacer

W@ W) = (ek(mﬁ)y ;

S

=1=W@W(E)', 63

y vemos que ademds, W (z)" = W (—z).

El célculo explicito de la representacién de W(z) en Hp,e €s laborioso, en su lugar, mostremos
algunos de los pasos para el cdlculo de la amplitud (0|W (z)|0). Primero vemos que la exponencial se
descompone en la suma

e - .
W(Z)O>_)§o(1/ﬁ) (nZzA+w> 0) = 0) + ﬁ@],ﬂA )|o>+(ﬁ>2 (Z;hm)

10) +

(54)
y que cada término contribuye dando lugar a una combinacién de estados |0), |1), |2), etc. Puede
verse que solo las potencias pares contienen el estado |0), de modo que solo éstas contribuyen cuando
tomemos la primera componente de la matriz asociada a W (z) dada como (0|W (z)|0). Si tomamos un
estado arbitrario |¥) que solo tenga componentes en la base de estados pares |2;), es decir, que se

escriba como |¥) = Z W¥;|2j), 1a accién de (zA+2zA")? sobre |¥) devuelve un estado que solo tiene
j=0

componentes en la ba]se par |2) pero con coeficientes modificados que dependen de ¥, linealmente. Las
contribuciones de los términos impares (zA +zAT)***! sobre |¥) dar4 lugar a estados que no contienen
el estado |0) y por lo tanto se anulardn cuando multipliquemos por (0|. Es obvio que tomamos estados
pares de la forma de |¥) ya que |0) y los estados que resulten de la accién de (ZA +zA7)**|0) tendran
esta forma.

Dicho esto, calculamos la accién del operador (zA +zAT)? sobre |¥) quedando como

ALAPR) = [P8)0)+2 Y BN DI2j—2) + P Y W4+ Di2j) +
j=1 j=1

+z2i‘Pj\/(Zj+l)(2j+2)|2j+2>. (55)
j=0

Si ahora agrupamos los coeficientes que corresponden a cada elemento de la base, tendremos que la

REF-UNAH/ Vol. 6 - No. 1 /77 - 85



A VISIT TO THE STONE-VON NEUMANN THEOREM

forma matricial de (zA +zA")? se escribe como

2> V127 0 0 0 0

V1222 522 V342 0 0 0

PSP 0 3.-422 97> V567 0 0
[(zA+24T)7 = 0 0 V562 13z V78E 0 , (56)

0 0 0 V7-82 13| V9-107°

y con este resultado, un cdlculo laborioso de (0]W (z)|0) conduce a

. 2 1 2\ 2 1 2 2
o0 =1+ (-5 ) 4 (FEE) o (FEE) = = et 60

Puede verse que la funcion ®p,(z) es una funcién continua en la variable z. Esta funcién juega un
papel importante en el Teorema de SVIN como veremos mds adelante.

Los operadores VT/( ) tienen otra propiedad mds y es la que resulta de considerar su composicion sobre
estados de Hp,ex, es decir, dados dos operadores W(m) y W(zz) podemos definir una multiplicacién
W(z1)-W(z2) que de lugar a otro operador W (z3) con z3 dado por los nimeros complejos z; y z. Para
obtener la forma de esta multiplicacién nos apoyamos en el hecho de que el dlgebra 4 es un algebra
de Lie y por lo tanto, la férmula de Baker-Campbell-Haussdorf (Achilles and Bonfiglioli, 2012} |Hall,
20135) puede aplicarse como sigue

\%(Z]A\-‘FZ]A\‘) e\[(ZA-‘rZA ) e\;2(212+212T)+%(ZzA\-FZzA\T)—% [Z]X+11A\+,22A\+Zzgw

(S

W(Z)'W(Zz) = €
o e*g(ilzzleiz)l+ﬁ[(zl+z2)A+(zl+zz)X+]

)

, (58)

donde hemos considerado que el dlgebra A4 es nilpotente y por lo tanto la serie en la férmula de BCH
llega hasta el primer orden. Notemos que en aparece un término proporcional a la identidad con

factor — 1 (Z1 22 — 21Z2)- Debido a que la representacién que empleamos es siempre fiel, este término

serd una fase proporcional al operador identidad con lo cual, la multiplicacién (58) se podra escribir
finalmente como

W(z) -W(Zz) s {4 szzﬁz)ﬁ\/(zl +22), (59)

la cual es conocida como la forma exponencial de las relaciones de conmutacién (14). Si escribimos z;
y 2p en su parte real e imaginaria, z = x + iy, tendremos que la multiplicacién toma la forma

W (xi,y1) - W(xa,y2) = e 2002020 W (x) 42, y1 +y2), (60)

y dos grupos unitarios monoparamétricos, denotados como U yA’V , emergen de manera natural cuyos
elementos estdn formados por los operadores U (x) := W (x,0) y V(y) := W(0,y). Diremos que el grupo
U esté formado por los operadores U (x) mientras que el grupo V lo constituyen los operadores V (y).
En ambos, los valores de x,y € R. Es claro que son grupos de Lie ya que la multiplicacion inducida por
(60) es cerrada
U(x1)-Uxa) = W(x1,0) - W(x2,0) = W (x1 +x2,0) = U (x1 +x2), (61)
V(y1) - V(y2) =W(0,y1) - W(0,2) = W(0,y1 +y2) = V(y1 +2), (62)

mientras que, vistos como operadores, la multiplicacién entre los elementos de un grupo con los del
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otro queda como
U V() =e™V)U ). (63)

Notemos que estos grupos no son una simple coincidencia de la eleccion en los valores de z ya que si
escribimos la relacién en la forma de los generadores veremos

Ulx) = o3 (AHAT) _ Jrr(AHAT) _ eV Xa, (64)
‘7()/) _ e%(fiyz@»iygf) %(K At ) :eiy ﬁmmPﬂ (65)

donde hemos usado (39) y (@0) con los valores de la relacién de Heisenberg para los pardmetros
dada en @ Vemos entonces que los grupos U 'y V corresponden a la accién de los operadores
unitarios generados con X ay ﬁ_q respectivamente. Este resultado es notable por la siguiente razén: si
empezamos nuestro anlisis con la representacién de alguna dlgebra A4’ y sin hacer referencia a cudles
serfan los operadores X 2y P\ﬂ/ entonces la construccion de los operadores W( ) con su multiplicacién
correspondiente ( . ) y la posterior deduci6n de los grupos con Uy 7V, ofrece una representacion
exponencial de los que ‘deberian’ ser los operadores X 2y Pﬂ/ para el dlgebra 4", Asf, conocer una
representacién de Uy V permite “deducir’ los operadores que saturan las RCC. Las ventajas de este
andlisis son que debido a que los W (z) son unitarios, y en consecuencia también los U (x) y V (v), todo
el estudio se realizard en el espacio de Hilbert completo sin tener que prestar atencién al asunto de los
dominios. Es decir, si pensamos a cualesquiera de las multiplicaciones (59), o (60), o la dada por la
terna (61)), y (63)), como las versiones exponenciales de las RCC, éstas permitirdn caracterizar y
estudiar las representaciones correspondientes en todo el espacio de Hilbert.

Por otro lado, consideremos ahora las siguientes combinaciones lineales finitas

Z W (z)), (66)

las cuales permiten considerar a los operadores W(z) como los generadores de una base de un espacio
vectorial complejo siendo c; € C. Nétese que w sigue siendo un operador matricial sobre Hgoi. Este
espacio vectorial de operadores matriciales tiene ademds la multiplicacién (59), por lo cual es ademds
un 4lgebra a la que ademads le podemos agregar la operacién de involucién dada como

W) =w=Y e;W(-z), (67)
j=1

y una norma del supremo igual a la dada en la seccién anterior
(W)

11 =sepre) gy “

Vemos entonces que |[W(z)|| = 1 y por lo tanto, todos los operadores i serdn acotados. Esto hace
que el dlgebra obtenida sea un dlgebra normada que ademds, no contiene los puntos limites formados
con sucesiones {W, }. Si completamos el dlgebra con estos puntos limites, es decir, agregar aquellos
elementos {, } tales que los limites ||W,|| existen, entonces al dlgebra resultante la llamamos dlgebra
de Weyl y la denotamos como ‘W/.

La relevancia de ‘W es que desde el punto de vista matematico, es el dlgebra asociativa més ‘chica’
que ‘contiene’ al dlgebra 4. Esto quiere decir que es la envoltura universal de 4 y que muchas de
sus propiedades se pueden estudiar sin aludir a una representaciéon concreta. Este hecho, unido al
resultado anterior de que permite deducir los grupos Uy ¥ con los cuales recuperar las RCC sugiere
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que podemos considerar al dlgebra W como la estructura matemadtica fundamental y no al dlgebra
de observables 4. En términos de J. von Neumann, es esta algebra la que contiene la informacién
relacionada con las caracteristicas intrinsecas a estudiar de las RCC. De hecho, este es el enfoque de
cuantizaciones no usuales como aquellas usadas en loop quantum gravity, loop quantum cosmology y
polymer quantum mechanics donde se tienen representaciones de ‘W pero no de 4 o de §. Algo de
esto comentaremos al final de este trabajo.

Corresponde ahora realizar una construccién similar de ‘W pero usando el dlgebra de Schrodinger S.
Siguiendo los pasos anteriores, tomamos los operadores

Q) = fF o AP = W) = 6 B (x), (69)
V) = dF S TW)PR) = PP = W), (70)

y con esto al aplicar el operador v(Vv) en (69) y u(u) en (70), deducimos la multiplicacién de los
operadores u(u) y v(v), la que tomard la forma

() (V) = ¢ B 5v) dlu). 1)

Desde aqui podemos ver la similitud que guarda la relacién (71) con la multiplicacién dada en (63).
Para hacerla més general, definamos ahora la exponencial de los operadores px -+ Vp, en analogia a la
que usamos para construir W (z), pero en este caso, tendremos un nuevo operador W’ (u,v) dado como

W' (,v) = eh 455D, (72)
el cual serd unitario al tomar y,v € R y cuya multiplicacién toma la forma
W’(/J],V]) 'W,(,ULVZ) _ e%(#ﬁ*—ﬁﬁ) ,e%(ﬂzﬂ-vzﬁ) —e Lh(mVz—V1ﬂ2)+%[(#1+#2)J?+(V1+V2)17]7
— e mmvavim) (u1 + 12, V1 +V2). (73)

Al 4lgebra construida con estos generadores la denotamos como W' y al igual que W, serd el com-
pletamiento en la norma del supremo de las combinaciones lineales finitas generadas con W’(,u,v). El
dlgebra W' es la envoltura universal del 4lgebra S, es decir, es el dlgebra asociativa mds chica que
contiene las RCC (24) y sus elementos serdn las combinaciones lineales

w —Zc/ (1j,v;) (74)

posiblemente infinitas tales que ||W,|| converja siendo {W),} los elementos de una sucesioén del dlgebra.
Dicho en otras palabras, %' es el 4dlgebra de Weyl asociada a §.
Vemos que de forma andloga al dlgebra W/, los generadores W’(,uN) se pueden relacionar con los
operadores unitarios U(u) y V (V) de la forma U(u) = W’ (u,0) y V(v) = W'(0,v). En este caso,
tendremos que

W (u,v) = 3V i) 5(v), (75)

y usando este resultado, podemos calcular la representacién de W' en Hs,, la cual resulta estar dada
como

W (1, V)P (x) = eV e FHP (x4 V), (76)

para todo W(x) € Hs,. Si ahora consideramos la amplitud (¥|W’(u,v)|¥) esta puede calcularse
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inmediatamente de la forma

() = [ e (o) (W) =

oo i i
dx\W¥P* (x) (eﬁ“veﬁ“x‘l’(x—i-v)) . (D

—o0

con lo cual, para ilustrar un ejemplo de este cdlculo, tomamos el estado normalizado ¥y (x) :=

A 1/4 R
(n) e y vemos que la amplitud de W’ (u,v) es de la forma

2
.y B _%<AV2+4K}12> .
<lP0|W (l’l7v>|\P0> =e - (DSL‘hr(lu7v)a (78)

donde, una vez més, la funcién s, (u, V) resulta ser una funcién continua en las variables u y v.
Tenemos entonces dos dlgebras de Weyl, cada una construida con un dlgebra de Lie diferente. El dlgebra
W se obtuvo con los elementos de A representados en Hy, mientras que el dlgebra W' se obtuvo
con la representacién de los operadores de § en Hs,,. Si analizamos la multiplicacién vemos que
también guarda cierta similitud con la dada en (59). De hecho, podemos definir un isomorfismo entre
las dlgebras de Weyl Wy W'

o W = WLW(r,y) o W) = o (Wixy)) (79)

de tal manera que o preserve las operaciones de multiplicacion del dlgebra y las de espacio vectorial
complejo y es ademds biyectiva. Para que la multiplicacion se preserve, podemos tomar o de tal forma
que relacione los pardmetros de los generadores, es decir

@) =@, ) =aten), (4 )= (@ 2 ) (v), 60

021 O2 y

en la cual & es una matriz que cumple con la siguiente condicién

o ap \ [ 0 1 o oy [ 0 1 @1
O O -1 0 Op1 Op o -1 0 ’

es decir, la relacién entre los pardmetros es una relacién candnica! Esta relacién conduce en el caso de
sistemas de un grado de libertad una tnica condicién dada como

01102 — QL2001 = 1, (82)

con cual apreciamos que existen en realidad una infinidad de isomorfismos entre las dlgebras de Weyl
W'y W' Esto implica que las dlgebras %y W' son esencialmente la misma dlgebra ya que existen
infinitas formas de relacionarlas isomérficamente. En otras palabras: el dlgebra de Weyl asociada a un
dlgebra de Lie dada es tinica médulo isomorfismos.

Por otro lado, la Teoria de Algebras de Lie proporciona el Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)
(Dixmier, [1977) con el cual podemos establecer que la envoltura universal de cualquier dlgebra de Lie
es unica médulo isomorfismos. Recordemos que el dlgebra de Weyl asociada a un dlgebra de Lie es
lo que llamamos su envoltura universal. De modo que un efecto del Teorema de PBW, es que si dos
algebras de Lie son isomorfas, entonces sus envolturas universales serdn igualmente isomorfas, o lo
que es lo mismo, ambas tendrdn la misma envoltura universal médulo isomorfismos. Esto es lo que
sucede en nuestro caso, las dlgebras de Lie 4 y S son isomorfas y por lo tanto, sus envolturas también
seran isomorfas.

Ahora bien, el alcance de la construccién del dlgebra de Weyl es que ésta es tinica médulo isomorfismos
y que es ademds un algebra asociativa que contiene las Relaciones de Canénicas de Conmutacién. La
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ventaja de la unicidad es evidente, solo hay un dlgebra de Weyl, y el que sea asociativa nos permite
hacer uso de las poderosas herramientas del andlisis funcional como por ejemplo la construccién GNS
(Haag}, 2012} |Strocchi}, [2008)). Otra ventaja es la que habiamos mencionado anteriormente y tiene que
ver con la existencia de los grupos mono-paramétricos unitarios los cuales actian sobre todo el espacio
de Hilbert y estdn formados por operadores acotados.

Pasemos entonces a la siguiente seccién donde expondremos las ideas relacionadas con el Teorema de
Stone-von Neumann.

VI | STONE-VON NEUMANN THEOREM

En las secciones anteriores hemos procurado enfatizar varios aspectos relevantes que son usualmente
omitidos en los cursos de mecdnica cudntica. A saber, que las RCC admiten no una (la de Schrddinger)
sino infinitas posibles representaciones, todas fieles e irreducibles. Como ejemplo de esto, mostramos la
cuantizacién matricial introducida inicialmente por W. Heisenberg y concluimos que también existian
no una, sino infinitas representaciones matriciales etiquetadas en los pardmetros |&| y A8 con los cuales
relaciondbamos 4 con S. Claramente, no son éstas las tinicas representaciones posibles de las RCC,
véase por ejemplo la representacion de A usando funciones holomorfas conocida como cuantizacién de
Segal-Bargmann (Bargmannl [1961; Hall, [2013]).

Vimos entonces la propuesta de E. Schrodinger de relacionar la cuantizacién matricial con la ondu-
latoria vinculando los operadores de la representacion de A4 con aquellos de la representacién de S y
construyendo la aplicacién f entre los espacios de Hilbert Hr,er v Hsen. Este hecho muestra que, atin
cuando dos representaciones sean notablemente diferentes, estas pueden ser unitariamente equivalentes
y tener asi el mismo contenido fisico. Esto conduce a plantearse cudles son las caracteristicas intrinsecas
que debemos considerar de una representacion tales que nos proporcionen la informacién de si la
representacion en cuestion es equivalente o no a la de Schrodinger. Claramente, el ejercicio realizado
por E. Schrodinger puede ser laborioso si pretendemos llevarlo a cabo para cada una de las posibles
representaciones. Esto conduce a la idea de J. von Neumann de estudiar las caracteristicas intrinsecas
en lugar de definir f. Estas caracteristicas nos dirdn esencialmente si existe alguna funcién f o no.
Los dominios son un obstiaculo para estudiar la relacién entre las representaciones y por eso se
construyen operadores unitarios ya que éstos actian sobre todo el espacio de Hilbert. Con esto en
mente, se definen los operadores W(z) y W’(,u,v) con los cuales se construyen las dlgebras de Weyl
W'y W respectivamente. Luego vimos que ambas son isomorfas y luego establecimos un criterio de
unicidad (médulo isomorfismos) para el dlgebra de Weyl.

El hecho de que W es asociativa, sus generadores son operadores unitarios y es ademds dnica, nos
permite considerarla como el dlgebra que tiene en si las caracteristicas intrinsecas de las RCC que
estamos buscando. Esto quiere decir que dada un dlgebra de Lie cualquiera, digamos ‘B para estudiar
su relacion con las RCC dadas en la representacion de Schrodinger, debemos construir su ‘version’
exponencial, es decir, el dlgebra de Weyl asociada a ésta, Wp. Luego vemos si cumple los requisitos
del Teorema de Stone-von Neumann y si es afirmativo, entonces existe una funcién f entre las
representaciéon de By S.

Stone-von Neumann’s Theorem: Todas las representaciones débilmente continuas e irreducibles del
algebra de Weyl son unitariamente equivalentes (Hall, 2013; Moretti, 2013} |Strocchil, [2008).

Vemos entonces que el requisito que deben satisfacer las representaciones, es que éstas sean débilmente
continuas e irreducibles. Todas las representaciones con las que hemos trabajado y que usaremos son
irreducibles, de modo que solo resta por comprender el criterio de continuidad débil.

Regresemos al caso del dlgebra hipotética B y su versién a la Weyl, Wp. Tomemos un elemento
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arbitrario a € ‘We. Este operador serd una combinacion lineal arbitraria a = chVT/g; (L,), donde L,
n

son las etiquetas del generador de Weyl WQ; (L,). Tomemos por otro lado un vector |¥) cualquier
del espacio de Hilbert #Hz, en el que tenemos la representacion de B y calculemos la amplitud
(¥|a]¥) =: o3 ({L,}), la cual resultard ser una funcién de los pardmetros L,. Si la funcién @z ({L,}) es
una funcién continua, entonces decimos que la representacion de Wi es una representacion débilmente
continua.

Veamos la representacion de Schridinger y tomemos @ =W’ (u,v) y |¥) = Wo(x). Vemos entonces que
®scnr(u, V) dada en es una funcién continua en los parametros u y v. Podemos hacer este cilculo
con cualquier elemento de %’ y con cualquier vector de Hs,;, y el resultado serd el mismo: la funcién
Wschr €5 siempre una funcién continua. Esto quiere decir que la representacion de Schrodinger cumple
con los requisitos establecidos en el Teorema de SvN.

En el caso de la representacion de Heisenberg, vemos que el andlisis es muy similar. Por ejemplo,
tomemos |¥) = |0) y @ = W (z). En este caso, la funcién g, (z) viene dada en (57) y es como ya
vimos, una funcién continua en z. De modo que es otra representacién que también cumple con los
requisitos establecidos por el Teorema de SvN. Es claro entonces que el Teorema de SvN indica que
la representacion de Heisenberg y la representacion de Schodinger son unitariamente equivalentes,
algo que ya sabifamos gracias al trabajo de E. Schrodinger pero que hemos obtenido haciendo uso del
Teorema de SvN.

El alcance de este Teorema es notable si tenemos en cuenta que cualquier otra representacién que
cumpla con los requisitos del Teorema serd unitariamente equivalente a la representacion ondulatoria 'y
a la representacion matricial. Es decir, como todas las representaciones empleadas en la descripcién
convencional de la MC cumplen con los requisitos del Teorema, TODAS son unitariamente equivalentes
a la representacion de Schrodinger o lo que es lo mismo, la representacion de Schrodinger es la tinica
representacion débilmente continua e irreducible médulo transformaciones unitarias. Es por esto que
al cuantizar canénicamente un sistema, no nos preocupamos en general si la representacién es o no
equivalente a la de Schrodinger.

Veamos ahora un contracjemplo y consideremos el dlgebra de Weyl dada como %', Sea entonces un
espacio de Hilbert dado como H' = L? (Ry,dx.), donde Ry es la linea real con topologia discreta y dx,
es la medida contable sobre R;. Los vectores en este espacio son las combinaciones de la forma

W) = Y Wb, (83)
{xj}
donde {x;} es un conjunto arbitrario de puntos de Ry, ¥; € Cy & ;x es la delta de Kronecker. Este
espacio de Hilbert es no separable, lo cual puede verse al notar que los elementos de la base son
precisamente las delta de Kronecker SX/. x ¥ que éstas forman un conjunto no contable. Los coeficientes
Wy, son tales que la funcion Y(x) es de “cuadrado integrable", es decir

I¥(0)IP = (P)[P() = ) [P, P <o, (84)

{xj}
con lo cual ¥y; serd no nulo en un conjunto numerable de puntos. Este espacio de Hilbert es el empleado
en la mecénica cudntica polimérica (Ashtekar et al.,[2003)), 1a cual es una versioén en grados de libertad

finitos de la cuantizacién por lazos. La representacion de los generadores del dlgebra de Weyl estd dada
de la forma usual

W (1, V)P (x) = eV e FHP (x4 V), (85)
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pero ahora ¥(x) € " y la funcién @, es igual a

Wy = (80 W (1,V)|80.) = /R dxe 80 W' (1,v)80. = /]R dxe Soxe Ve RHRy 1y = TV
d d

(86)
Podemos ver entones que 04 no es una funcidn continua y aunque la representacién es irreducible
no satisface las condiciones del Teorema de SvN. Esta representacion constituye un ejemplo claro
en el que los requisitos del Teorema de SvN no son satisfechos y por lo tanto, no serd unitariamente
equivalente a la representacion de Schrodinger. Una implicacidon inmediata de esto es que no existird el
andlogo al operador de traslaciones p, haciendo el andlisis mucho més complejo (Ashtekar et al., [2003).
Por dltimo, en el caso de la Teoria Cudntica de Campos no existe version del Teorema de Stone-von
Neumann. Entre los principales problemas en este caso es que sorprendentemente no existe una tinica
representacion de Schrodinger sino una infinidad de ellas algunas de las cuales son explicitamente no
unitariamente equivalentes a las otras. Esto plantea el siguiente problema: habiendo diferentes tipos de
representaciones de Schrodinger no unitariamente equivalentes entre si, jcudl es la fisicamente correcta?.
En (Corichi et al., 2002l0J0) se muestra que el criterio para “fijar"las representaciones correctas es
pedir que el anédlogo a la funcién wrcc quede invariante ante la accidn del grupo de Poincaré. Puede
verse que con este criterio, se obtienen infinitas representaciones unitariamente equivalentes entre si
y compatibles con las simetria del grupo de Poincaré. Del mismo modo, esto se usa para construir la
representacion de Fock, que es el andlogo a la representacion de Heisenberg en Teoria Cudntica de
Campos. Con estos resultados, en (Corichi et al., |2002L0J0) se muestran los requisitos mediante los
cuales se pueden relacionar las representaciones a la Fock y a la Schrédinger. Sin embargo, esto es solo
para el caso especifico de un campo escalar real en espacio-tiempos planos o globalmente hiperbélicos.
Para concluir, terminemos mencionando que, en efecto, los fundamentos de la MC distan de ser
inc6lumes. Son muchas las preguntas por responder, por eso acd les dejamos a los lectores algunas
que nos parecen llamativas: ;qué sucede si en lugar de tomar .S, formada por funciones lineales de
X'y P para generar ‘W, usamos funciones no lineales?, ;qué sucede si usamos el dlgebra generada
por otras variables canénicamente relacionadas con las anteriores pero cuya transformacién canénica
entre ambas sea no lineal?, ;qué pasa si trabajamos en el espacio de fase extendido en el que el tiempo
y el Hamiltoniano son variables candnicas también?. ;Como emerge el Teorema de SvN en estos
casos? Podemos ver que queda mucho por comprender, no solo desde el punto de vista fisico sino
desde el punto de vista fisico-matematico. Sin embargo, como dirfa M. Planck, “Insight must precede
application'.
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