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ABSTRACT
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I | INTRODUCCION

La construccién de modelos basados en datos es una pieza fundamental en aplicaciones en ciencias e
ingenieria, la identificacién de sistemas consiste en un conjunto de técnicas desarrolladas para construir
modelos matematicos de sistemas dindmicos a partir de datos observados.

Los modelos esparcidos o dispersos representan una de las mejores alternativas para tratar problemas de
alta dimension [Vides| (2021al 2021b)), 1a idea principal es asumir que el vector de pardmetros contiene
muchas componentes exactamente cero o lo suficientemente pequefias. Dicha suposicion es de gran
importancia para lograr la identificacion del verdadero modelo, especialmente si solo se cuenta con una
muestra de datos pequefia.

Debido al gran avance en las ciencias computacionales, los datos de alta dimensién han surgido en
muchos campos de la ciencia, ingenieria, humanidades y la economia. Diversos temas como son
comercio electrénico, mercadeo, genética, imdgenes biomédicas y muchos mds, proporcionan datos
a gran escala que requieren de nuevas técnicas tedricas y computacionales para un tratamiento mas
efectivo.

Por ejemplo, los sistemas dindmicos aplicados a los mercados financieros actualmente reciben mucha
atencion a medida que la informacién de los mercados se vuelve disponible [Vides y Nogueiral (2023)).
Construir modelos de los mercados financieros es un problema considerado complejo, dado que no se
cuenta con principios fundamentales, como en el caso de la fisica e ingenieria.

El propésito de este documento es aplicar algunas técnicas tedricas y computacionales presentadas
en Markovsky| (2019) y [Vides| (2019} [2021al [2021b), para la aproximacién de sistemas basados en
datos de alta dimensién. Nuestro enfoque es integrar los métodos y algoritmos en dichos trabajos, que
nos permitan identificar, basados en datos, los modelos que posteriormente pueden ser usados para un
andlisis detallado de la estructura y dindmica del fenémeno.

En la Seccién [[]se presenta la notacion bésica y los preliminares. Se definen los conceptos de sistema
dindmico en tiempo discreto, el marco tedrico general de identificacion de sistemas, la estructura y
representacion de los modelos considerados en este trabajo.

En la Seccién [[Ike describen los métodos para resolver el problema principal de este estudio: identifi-
cacion esparcida y regularizada de modelos lineales por medio de la aproximacién de bajo rango.

En la Seccién [[V]se validan las técnicas tedricas y computacionales con datos simulados y bases de
datos reales DeMoor]| (1989)). Esta es una parte fundamental del presente trabajo, poder mostrar como la
aproximacion de bajo rango ayudan a tratar el problema de reduccién de dimensién. En la parte final
se plantean las conclusiones y bibliografia.

I | PRELIMINARES

11| Sistemas dinamicos

En términos clasicos un sistema dindmico es un objeto donde diferentes clases de variables se combinan
para producir una salida, por ejemplo la Figura[[| muestra el esquema bdsico . Estas sefiales de salida
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pueden ser afectadas por otras sefiales externas que pueden ser manipuladas por el observador llamadas
entradas. También pueden ser sefiales no observables que distorsionan tanto las sefiales de entrada
como de salida.

Figura 1: Bloque bdsico de un sistema dindmico.

El enfoque anterior de un sistema dindmico es ampliamente utilizado por la comunidad cientifica, sin
embargo conduce hacia algunos inconvenientes detallados ampliamente en|Willems| (1986a, |1986b,
1987). Una de las desventajas es el hecho de asumir una particién de las variables en tipo de entrada y
salida, lo cual puede conducir a resultados imprecisos. En el mismo trabajo mencionado anteriormente
se presenta un enfoque alternativo conocido como enfoque del comportamiento, donde se corrige y
define de manera mas general y precisa un sistema dindmico.

Definicion 1. Un sistema dindmico ¥ se define como una tripleta £ = (T, W, %), donde T C R es el
eje del tiempo, W es el espacio de las sefiales y 5B C W es el comportamiento. La forma usual de
representar el comportamiento 8 C W de un sistema dindmico es mediante ecuaciones, por ejemplo,

el conjunto de funciones de la forma f : W' —RY 0 B = {w eWT | flw)= O} Markovsky, (2019).

En este estudio nos centraremos en el caso T = Z, que se conoce como sisterma dindmico discreto 'y
cada observacién w € W es llamada tradicionalmente como serie de tiempo.

Los sistemas lineales invariantes en el tiempo LTI (por sus siglas en inglés), forman la clase de
sistemas dindmicos mads utilizados en la practica. Lo anterior se debe a los excelentes resultados en la
mayoria de los casos aplicados a la vida real.

= Un modelo 4 es lineal si es un subespacio del espacio de trayectorias (Rq)y .

= Un modelo Z es invariante en el tiempo si 6*%B = 9B, donde

(6™w)(t) :=w(t+7), paratodore€ 7.

= Si el modelo Z es de dimensidn finita, el comportamiento futuro del modelo es deterministicamente
relacionado con un vector de estado de dimension finita.

= Denotaremos por -£" la clase de todos los sistemas LTI con w variables, es decir el espacio de sefiales
W =R"
Ejemplo 1. Un sistema Dindmico Lineal Auténomo (sin variables de entrada) es un modelo simple
para la serie {x;} CR", en el cual cada x; estd dado por
X1 =Ax, t=1,2,... (1)

donde A € R™" es llamada la matriz dindmica del sistema.
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Ejemplo 2 (Modelo espacio de estados). El sistema S, inducido por ecuaciones de entrada (u)/entrada
(x)/salida (y) con pardmetros A,B,C,D se puede representar de la forma

Gisio(A,B,C,D) := { B] S (Rm+n)N | Ixe (Rn)N} 2)

tal que

Xp+1 = Ax; + Buy,
vt = Cxy + Duy.

Ejemplo 3 (Funcién de Transferencia Markovsky| (2000)). El sistema S, con pardmetros la matriz
racional H € R"™"(z) se puede representar de la forma

Sutt)i={ [4] € @ | 20 =70} @

donde F es la transformada Z|“18 - The z-transform”| (2000).

2| Identificacion de Sistemas

El proceso de identificacion de sistemas lo podemos resumir en tres componentes principales |Soders+
trom y Stoica) (1989): el conjunto de datos obtenido a partir de mediciones de entrada-salida, el conjunto
de modelos candidatos o estructura del modelo y el criterio de seleccién para el mejor modelo del
conjunto de candidatos y una regla para evaluar los modelos candidatos basado en datos.

Definicion 2. Dada una serie de tiempo £ = {w,} C R", un entero positivo L, denotaremos la matriz
de trayectorias tipo Hankel en bloques correspondiente a Xt

w1 wy w3 o WTr—L41
w2 W3 Wq ot WT—L42
H1,(Zr) =
wL Wrpyl Wip42 o oo wr

Teorema 1 (Descomposicion en Valores Singulares Golub y Van Loan|(2013)). Sea A € R™*", existen
matrices ortogonales U € R™*™ y V € R"™" tales que

UTAV =X = diag(oy, ...,6,) € R™",
donde p = min{m,n}, ademds 6| > G;... > G),.

En el resto de este documento, nos referiremos a la descomposicién anterior como SVD ( por sus siglas
en inglés). Sea A = UrvT € R™" 1a SVD de A con m > n, entonces

A=U121VT

donde U; =U(:,1:n) e R™"y ¥| = diag(oy,...,0,) € R"". Nos referiremos a la versién truncada
de la SVD como SVD reducida.
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Definicién 3. Dado 8 > 0y una matriz X € R™*", denotaremos el rango de X por tkg(X) > 0 al valor
determinado por

p
I"ka(X) = ZG,’, o; > 6,
i=1
donde los valores G; corresponden a los valores singulares de la SVD reducida de A y p = min{m,n}.
Definicion 4 (Representacion del Nicleo de un Sistema Dinamico Lineal Markovsky|(2006); Vides
(2021b)). Dada una serie de tiempo w € RYZ correspondiente a resultados de un experimento I, deno-

minaremos modelo dindmico lineal correspondiente al experimento E, al conjunto Pr, representado
por la siguiente expresion

B = {weRqZ - R.(0) :0}, @)

donde R;.(6) =Rop+R G+ —|—RLGL es una matriz polinomial de grado Ly las matrices Ry, Ry, ...,RL
toman valores en RY™"™*",

Lema 1 (Aproximacién de Bajo Rango e Identificacion de Sistemas Markovsky| (2019). La sefial w es
una trayectoria de un sistema LTI con m variables de entrada, n variables de salida y de orden L si y
solo si

k(41 (w)) <m(L+1)+nL.

Problema 1 (Identificacién de Sistemas). Dadas las mediciones de entrada u = {ug,...,un} CR?y
de salida 'y = {yo,...,yn} C R", de un sistema desconocido S, encontrar un modelo (representacion)
razonable para el sistema basado en los datos de las mediciones u,y.

3| Esparcimiento y Regularizacién

Con la disponibilidad de datos de alta dimensidn, es indispensable contar con herramientas que permitan
seleccionar las variables de mayor relevancia. En ese sentido, los métodos de regularizacién se han
convertido en una poderosa herramienta para la aproximacién y seleccién de modelos.

Dados X € R"*" y y € R™, el problema de aproximacién de minimos cuadrados consiste en resolver

B = arg min [|ly — XB|2, )
BeRr”

Una solucién conocida es utilizar la seudo-inversa de X, para lo cual el vector solucién de E] es
B=x"p=(x"x)"'x"y 6)

En el caso que X esté mal condicionada, el calculo de X " se vuelve inestable y esto puede resultar en
problemas de sobre ajuste en el modelo. Para contrarrestar las situaciones de inestabilidad numérica en
la practica se utilizan técnicas de regularizacion.

Una técnica de regularizacién importante consiste en utilizar la descomposicién truncada en valores
singulares SVD, luego el problema resulta en

B = min [y — XsB|.2. (7)
BeRrn
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donde 8 < rank(X) es un pardmetro y X5 € R"*" es la mejor aproximacién de rango & de X calculada
a partir de la SVD.

En este documento, utilizaremos resultados y algoritmos presentados en Vides| (2021b), que nos permi-
ten encontrar una solucion a[7} La idea principal es utilizar métodos de aproximacién de bajo rango
y reduccién de orden para la solucién del problema lineal de minimos cuadrados esparcido, esto es,
soluciones con un nimero méximo de entradas diferentes de cero.

Una de las caracteristicas mds importantes de un modelo es la habilidad para generalizar, es decir,
no solo lograr buen desempefio en un conjunto de datos dado, sino también obtener un desempefio
razonable en datos nuevos. Un criterio para verificar una buena capacidad de generalizar el ajuste de un
modelo es comparar predicciones de nuevos datos, con las predicciones logradas en los datos utilizados
para construir el modelo.

I | METODOS

11 Aproximacién de Bajo Rango

El objetivo de la aproximacién de una matriz por otra matriz con rango menor o igual al original, es
obtener un representacién reducida de los datos con una minima perdida de informacién. Una coleccién
de datos (trayectorias) es almacenada en X € R?*V, donde cada columna de X corresponde a un vector
en RY.

Problema 2 (Aproximacién de bajo rango). Dada X € RPN, donde q<N,unenteror, 0 <r<n,
encontrar ~ R R
X" :=argmin||X —X||r  sujeto a: rank(X) <r.
X

Teorema 2 (Eckart-Young-Mirsky). Sea X = UZV la descomposicién reducida en valores singulares
de X y la siguiente particion en bloques

r q—r £ C]gr r r q—r
U= 1 U] q,ZIZ{Ol 22] q_r,v:: Vi VW] N,

entonces una solucion al Problema2les X* = U 121V]T y ademds el error de aproximacion es
e 5 5
X = X*[|[r =+/07 ++o0

Lo anterior implica que es posible aproximar una matriz de datos de alta dimensioén por r términos
dominantes de las columnas de U; y V| de la forma

-

v * T T T T

X" = Z Oklt1 V1 = O1U1,1V] | +62u1)2v172 +... +6ru17,v17,. (8)
k=1

El Teorema 2] también conocido simplemente como el teorema de Eckart-Young, es un resultado
fundamental en dlgebra lineal y teoria de aproximacion. Este teorema se utiliza en el contexto de
aproximacién de matrices de rango bajo, lo que significa que se busca representar una matriz de manera
eficiente utilizando una matriz de rango inferior.
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Algoritmo 1: Aproximacién de bajo rango lra

Datos: X € R™" rez"

Resultado: X, =Ira(X,r)

U,S,V < svd(X), descomposicién reducida

s < min{m,n}

r r r

Up = Y Uejse5 S« Y &5 Séj V= Y 6j,65 V
j=1 j=1

X, < U,S, VI

=1

Es decir, dada una matriz A de tamafio n x m, el teorema de Eckart-Young-Mirsky establece que para
cualquier rango r < min(n,m), la mejor aproximacién de rango r de A en términos de la norma de
Frobenius (una medida de la magnitud de una matriz) se obtiene mediante la SVD reducida.

La aproximacion de rango r de A se obtiene truncando la descomposicion en valores singulares después
de los r valores singulares mds grandes, de la forma A, = UrZrVrT, donde U,,%,, VrT son las primeras r
columnas de U, las primeras r filas de X y las primeras r filas de VT, respectivamente. Este resultado
tiene aplicaciones en diversas dreas, incluyendo la reduccién de dimensionalidad y la compresion de
datos.

2 | Identificacion Esparcida con SpLra

En esta seccién se combinan los resultados del Teorema 2]y Teorema 3]con el objetivo de encontrar una
solucién aproximada al Problema [T|que contenga las propiedades de esparcimiento y regularizacién
previamente establecidas. No se asume una particién en las variables asociadas al problema y se
presenta el resultado en forma del niicleo R, lo cual permite luego escoger la representacion del sistema
que mejor convenga.

El siguiente resultado nos permiten encontrar soluciones regularizadas y esparcidas a tipos de problemas
de la forma[7] En general, nos interesa el problema extendido cuando el vector y en[7]se convierte en
una matriz. Es decir el problema matricial de minimos cuadrados.

Problema 3 (Vides| (2021b)). Dados 8 > 0y dos matrices X € R™", Y € R™*P, denotaremos por
Y ~5 XA para representar el problema de encontrar A € R"™? o, p > 0y un proyector ortogonal Q tal
que

Y = XAllr < a8+ B|(ln — Q)Y||F

La matriz A la llamaremos una solucion del problema Y ~g5 XA.

Teorema 3 (Vides| (2021b)). Dado & > 0 y dos matrices X € R™", Y ¢ R™*?. Si r =1k(A)s > 0
entonces, existe una solucion A al problema Y ~g XA con a lo sumo rp entradas diferentes de cero.

Para obtener informacién detallada sobre el Algoritmo |2} se recomienda revisar a|Vides|(2021c). Los
detalles especificos del proceso y las operaciones estdn disponibles en dicha referencia, proporcionando
una comprensién mas profunda de la metodologia empleada.
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Algoritmo 2: Minimos Cuadrados Lineal Esparcido |Vides| (2021b)

Datos: X c R™*" Y c R™P § >0,NeZ",e >0
Resultado: A = Isspsolver(X,Y,8,N,€)

U,S,V < svd(X), descomposicién reducida

5 mln{m n}, r+ rkg(X )

Us + ZUe]Se]S, Ts + Z ]SSe]s) ejse”,V5<— Ze”eHV
j=1 = j=1

X« Ulx, v« uly
Ao(—VSTTgy

para j = 1,..., p hacer
K<+ 1,error< 1+
C<—A0€Aj.p,xO =cC

€<—[61 ] Heln | | €nnC H

Calcular la permutacién 6 : {1, ... n} — 6 :{l,...,n} tal que: ég(1) > Co(2) = -+ 2> Con)

n
Ny < max { Z Hg(@c(j)), l}
j=1
mientras K < N and error > 6 hacer
‘ X < 0,,_’1
fin

fin

Definicion 5 (Representacion del Nicleo de un Sistema Dinamico Lineal Markovsky| (2006); Vides
(2021b)). Dada una serie de tiempo w € RIZ correspondiente a resultados de un experimento E, deno-
minaremos modelo dindmico lineal correspondiente al experimento E, al conjunto Pr, representado
por la siguiente expresion

By = {weRqZ . R.(0) :0}, ©)

donde R;(6) =Ry+R;G+--- —|—RLGL es una matriz polinomial de grado Ly las matrices Ry, Ry, ...,RL,
toman valores en RI™"™*",

Problema 4 (Identificacién exacta). Dada la serie de tiempo w € R™™", generada a partir de un
sistema desconocido S y el orden del sistema lag=L. Sea i .\(w) la matriz de trayectorias tipo
Hankel por bloques de w, podemos expresar una representacion del modelo G de la forma

B = {RE@\:R%+1(W):O} (10)

Problema 5 (Identificacién aproximada). Una representacion alternativa aproximada del Problema
se puede escribir de la forma

~ ~ 2
5o {R R (LD men) argminHijLH(w)H } (11)
R
El algoritmo propuesto SpLra, para resolver el Problemal[5] se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Construir la matriz de trayectorias tipo Hankel por bloques 7.1 (w).
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2. Aplicar el Algoritmol[1](1ra) a /i (w) para calcular
D(H41(w)) = 1ra(Hi11(w)),r),
donde r = (L+1)(m+n) —n.

3. Hacer la particién en bloques

donde Dy € R™N y D; e RPNV,
4. Calcular xy), la solucién esparcida del sistema D = x;,Dp

Xsp = Lsspsolver(Dy,Dy,¢,9),

5. Hacer R, = [—xsp In].

Algoritmo 3: SpLra.

Datos: w € RN §50. LcZ . >0

Resultado: R,, = SpLra(w,L,3,¢)

H1+1(w) < blkhank(w,L+ 1), matriz de trayectorias tipo hankel en bloques.
r< (L+1)(m—+n)—n

D < lra(4.+1(w),r), aproximacién de bajo rango

Dy e RN Dy e RN D= [go}
1

Xgp < Lsspsolver(Dy,Dy,d,N,€)
Rsp — [xsp _[w]

La capacidad de generalizacion es crucial en un modelo, destacando su capacidad para rendir bien no
solo en un conjunto de datos especifico, sino también al enfrentarse a nuevos datos. Para evaluar esta
capacidad, es comin comparar las predicciones del modelo en un conjunto de datos de prueba con
aquellas realizadas en los datos utilizados para construir el modelo.

Idealmente, se busca un rendimiento similar en ambos conjuntos; de lo contrario, se concluye que el
modelo carece de habilidad de generalizacién. Una prictica comun para validar el modelo implica
dividir los datos en un conjunto de entrenamiento (id) entre 50-90 % y un conjunto de prueba (val),
siendo este dltimo completamente oculto para evaluar el rendimiento del modelo en datos nuevos.

En resumen, se busca identificar modelos que ofrezcan buenas predicciones tanto en el conjunto de
entrenamiento como en el de prueba, utilizando métodos como la identificacién por minimos cuadrados
con diferentes valores de L y seleccionando aquel modelo que presente el menor error en la prediccion,
siendo coherente en ambos conjuntos de datos.
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IV | APLICACIONES

En este documento, se destaca la importancia de asegurar la aplicabilidad de las técnicas propuestas en
el proceso de investigacion. Se llevaron a cabo experimentos replicables, que abarcaron tanto datos
simulados como reales. La evaluacion de la efectividad y rendimiento de las técnicas comenzé con
datos simulados para comprender su comportamiento en condiciones ideales. Ademads, se realizaron
experimentos con datos reales de diversas areas, permitiendo evaluar la eficiencia de las técnicas en
situaciones mds desafiantes y complejas del mundo real.

Es importante destacar que todos los experimentos realizados estdn completamente disponibles para
su replicacién. La informacién detallada, los datos utilizados y los procedimientos empleados se
encuentran accesibles en el repositorio |(Cardonal (2022)), permitiendo a otros investigadores replicar y
validar los resultados de manera integral.

1| Simulacién e Identificacion de un Sistema SISO

El siguiente experimento estd basado en algunas ideas presentadas en|Armenise, Vaccari, Di Capacli, y
Pannocchial (2018), los datos del proceso de identificacién son simulados utilizando un sistema de una
entrada y una salida (SISO por sus siglas en inglés) con la siguiente funcién de transferencia

1.52-2.07z+1.315
Glz) = 214221713 4+ 1.749712 — 0.5843z!1 4+ 0.0684710 (12)

La sefial de entrada es una secuencia pseudo-aleatoria binaria (PRBS por sus siglas en inglés), con
una probabilidad de cambio de 8 % y un rango entre [—1,1]. La Figuramuestra la salida gréfica de
las sefiales de entrada y salida u;,y;, respectivamente. La Figura[2b|es una representacién grifica de
los polos y ceros de la funcién de transferencia en el plano complejo. Los polos y ceros determinan
el comportamiento dindmico y la estabilidad de un sistema, por lo que es crucial transferir estas
propiedades al sistema identificado en nuestro andlisis.

GBS as input signal u;

1F
- Pole Zero Map
E T LN Udr T
2 LOF wte T e
g L ; &
< 08n ; 0.2x
— SO%
“le— - - 0.5 0.9m i : 0.1n
0 100 200 300 400 500 & T S ST
> :
! E 1.0m SR Z0.0x
Time response yx(u) = G-y, % 0.0 = X R &
< 0:9
- 20Ff g gz
2 -0.5 : 8,§ g
2 0 BT T O
g 0.1
- ; 3
290 0.0
. . _1'0 1 L 1 1
: T 500 =0 o0 =0 210 05 00 05 10
t Real
(a) (b)

Figura 2: (a) Salida grdfica de la serie de tiempo simulada. (b) Polos y ceros del sistema simulado original, figura
generada por el paquete Control de Python.
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Con el objetivo de validar los diferentes modelos identificados, se generan nuevos datos a partir de otra
sefial PRBS. Estos datos generados no participan en el proceso de identificacién. La Figura [3| muestra
la salida grafica de los datos perturbados utilizando una estructura ARMAX, generando cuatro sefiales
independientes de ruido blanco, 67 = 0.000, 63 = 0.001, 63 = 0.010 y 63 = 0.1000. Lo anterior con
el objetivo de elevar el grado de dificultad del proceso de identificacion. Las sefales de ruido blanco
son filtradas por la siguiente funcién de transferencia

14 03 13 0.2 12
H(z) = z274+0.3z274+0.2z (13)
714 —2.21713 4+ 1.749712 — 0.584371 +-0.0684710
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Figura 3: Serie de tiempo del sistema perturbado con una estructura ARMAX ( y, = Guy +Hey) con 62 =0.010.

Tres tipos de modelos son identificados, los modelos ARX y ARMAX son calculados utilizando el paque-
te System Identification Package for Python (SIPPY) |Armenise y cols.|(2018) y el modelo
SpLra con los algoritmos presentados en |Cardonal (2022)). La dificultad de este experimento radica
en seleccionar el orden adecuado del sistema, esto debido a un nivel alto de desface en la funcién de
transferencia G(z). El paquete SIPPY cuenta con tres criterios de seleccion del orden de los modelos,
AIC, BICy AcIC, los cuales son los criterios mayormente utilizados. En el método SpLra se utiliza un
método grifico que consiste en definir un nimero méaximo para L y graficar los diferentes valores con
respecto al desajuste producido por cada modelo.

La Figura[a] presenta una comparacion de los resultados obtenidos durante el proceso de validacion. Es
importante destacar que los datos de validacién no se emplearon en el proceso de identificacion, con el
proposito de demostrar la capacidad del modelo identificado para simular datos nuevos. Por otro lado,

la Figura[dblilustra la grafica de polos y ceros del modelo identificado, permitiendo su comparacién
con la Figura b}

La Tabla [I] proporciona un resumen detallado de los resultados obtenidos para diferentes modelos
identificados, utilizando nnz (%) para evaluar el porcentaje de elementos distintos de cero en los
parametros del modelo y % fit para cuantificar el porcentaje de ajuste del modelo de la forma

% fit = 100 <1 ~ ”y_yh”> (14)
ly =7l
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Figura 4: (a) Serie de tiempo para la fase de validacion. (b) Polos y ceros del sistema identificado.

Modelo
Arx Armax SpLra
nnz( %) 50 45 26
o’ %fit(id)  %fit(val) | %fit(id)  %fit(val) | %fit(id)  %fit(val)
0.000 81.97 80.67 81.96 80.67 99.99 99.99
0.001 81.81 80.47 —oo —oo 99.28 99.33
0.010 83.13 82.12 —oo —oo 96.55 96.37
0.100 78.05 77.47 —oo —oo 91.81 92.64

Tabla 1: Resumen de resultados.

Notablemente, el método propuesto SpLra destaca al lograr un rendimiento superior en el ajuste del
modelo, y lo hace con un menor niimero de pardmetros en comparacion con los modelos Arx y Armax

en todos los casos examinados.

Es crucial destacar que los valores de %fit(id) y %fit(val) indican el ajuste en conjuntos de datos de
entrenamiento y validacién, respectivamente. La consistencia en el rendimiento entre estos conjuntos
sugiere que el método SpLra no solo se adapta bien a los datos utilizados para construir el modelo, sino
que también generaliza de manera efectiva a nuevos datos, lo cual es fundamental para la capacidad de
un modelo de aplicarse en situaciones del mundo real.

La presencia de % fit = —oo en los resultados para algunos modelos indica un fallo en la estabilidad
del modelo ajustado, subrayando la importancia de la estabilidad en la identificacién de sistemas. Este
hallazgo refuerza la idea de que, ademas del ajuste, la estabilidad del modelo es un factor critico a
considerar en la evaluacién de la calidad de los modelos identificados.
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2| Aplicaciones en Procesos Industriales

La base de datos para la identificacién de sistemas DAISY [DeMoor| (1989) contiene diferentes conjuntos
de datos reales en varias disciplinas, por ejemplo, sistemas en procesos industriales, sistemas eléctricos
y electrénicos, sistemas mecdnicos, entre otros. A continuacién una breve descripcion de los datos
seleccionados.

Brazo robético flexible: Estos datos son el resultado del movimiento de un brazo robético conectado a
un motor eléctrico. Los datos modelan la funcién de transferencia a partir de la reaccion por el esfuerzo
de torsion en la aceleracion de la estructura. Los datos de entrada son el esfuerzo de torsién de reaccién
de la estructura y la salida la aceleracién del brazo robético.

Secador de pelo: Experimento de laboratorio que funciona como un secador de pelo. El aire es
ventilado por medio de un tubo y calentado en su entrada. La temperatura del aire es medida cuando
sale del tubo. Como entrada se mide el voltaje sobre la calefaccién, la cual es una malla de cables de
resistencia. La entrada es el voltaje del dispositivo de calentamiento y la salida la temperatura del aire
de salida.

Reactor de un tanque: Este proceso modela el flujo continuo de un reactor de tanque de agitacion,
donde la reaccién exotérmica y la concentracion son regulados mediante un refrigerante. La entrada es
el flujo del refrigerante (I/min) y las salidas son la concentracién del flujo (mol /1) y la temperatura en
(grados K).

Secador industrial: Datos de un secador industrial por Cambridge Control Ltd. Las entradas son
la tasa de flujo de combustible, velocidad del extractor de gas caliente y tasa de flujo de materia prima.
Como salidas la temperatura de bulbo seco, temperatura de bulbo himedo y el contenido de humedad
de la materia prima.

La Tabla@]presenta la cantidad de datos N, el ndmero de variables de entrada m, cantidad de variables
de salida n y el nimero de observaciones pasadas /ag a considerar para los conjuntos de datos
seleccionados. Para el proceso de validacion se separaron los datos en 50 % (id) y el resto para (val).

No. Nombre N m n lag

1 Brazo robético flexible 1024 1 1 4
2 Secador de pelo 1000 1 1 5
3 Reactor de un tanque 7500 3 3 1
4

Secador industrial 867 3 3 1
Tabla 2: Seleccion de conjuntos de datos DAISY.

La Tabla3]resume los resultados obtenidos en este experimento. Para los datos 1 y 2 (sistemas SISO)
se consideraron los métodos Arx y N4SID, el tltimo es un algoritmo de subespacio no iterativo imple-
mentado en el paquete SIPPY que calcula directamente una representacién del modelo en variables de
espacio de estados. Para los datos 3 y 4 (sistemas MIMO) se consideran los métodos N4SID y MOESP,
el segundo, también implementado en el paquete SIPPY es una versidon mejorada del primero.

Los resultados muestran que el método propuesto SpLra tiene un desempefio sobresaliente en los

diferentes conjuntos de datos seleccionados. Este método, que incorpora esparcimiento, regularizacion
y aproximacién de bajo rango, ha demostrado ser efectivo en la seleccidn del orden del modelo, logran-
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No. Nombre Método Yfit(id) Yfit(val)  nnz(%)

1 Brazo robético Arx 85.27 82.39 100

SpLra 96.99 92.64 38.78

N4SID 81.60 91.48 97.96

2 Secador de pelo Arx 87.45 82.39 66.66
SpLra 93.34 92.24 36.11

N4SID 87.59 82.11 97.22

3 Reactor de un tanque SpLra 84.11 82.76 75.00

N4SID 84.22 86.25 83.33

MOESP 84.16 86.17 83.33

4 Secador industrial SpLra 61.84 53.87 75.00

N4SID 58.27 36.01 75.00

MOESP 58.32 35.97 75.00

Tabla 3: Resultados base de datos Daisy.

do un ajuste significativamente mejor y una reduccién en el nimero de parametros aproximados en
comparacion con los métodos Arx, N4SID y MOESP.

En particular, al observar los resultados para los conjuntos de datos especificos, se destaca que SpLra
ha superado a los métodos tradicionales como Arx y N4SID en términos de porcentaje de ajuste tan-
to en los conjuntos de entrenamiento (id) como en los conjuntos de validacién (val). Ademads, el
andlisis del porcentaje de pardmetros no nulos (%$nnz) revela que SpLra logra una mayor eficiencia
al mantener un nimero reducido de pardmetros sin comprometer significativamente la calidad del ajuste.

En resumen, los resultados respaldan la eficacia del método SpLra en la identificacién de modelos, des-
tacando su capacidad para lograr un equilibrio 6ptimo entre la complejidad del modelo y su capacidad
predictiva. Estos hallazgos tienen implicaciones significativas en el disefio y la optimizacién de modelos
en una variedad de campos, desde el control de procesos hasta la prediccién de comportamientos
dindmicos en sistemas fisicos complejos.

V | CONCLUSIONES

Los experimentos realizados, tanto en datos simulados como en datos reales, revelan resultados al-
tamente prometedores del método propuesto SpLra. La integracion de técnicas de esparcimiento,
regularizacién y aproximacion de bajo rango ha demostrado ser efectiva en diversos aspectos del
modelado de sistemas, proporcionando un enfoque sélido y versatil.

Una ventaja distintiva de SpLra es su independencia del método de representacion del sistema, lo que
le permite adaptarse sin problemas a una variedad de escenarios, ya sean sistemas SISO o MIMO, y
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modelos expresados en variables de espacio de estados o funcién de transferencia. Esta flexibilidad lo
convierte en una herramienta versatil y adaptable en el 4mbito del modelado de sistemas.

Los resultados también indican que SpLra logra una aproximacion precisa de las propiedades del
sistema original en datos simulados y destaca en la identificacién de modelos estables en datos reales,
lo cual es crucial en aplicaciones del mundo real. Estos logros respaldan la utilidad y la efectividad del
enfoque SpLra en la identificacién y modelado de sistemas complejos.

En resumen, este estudio subraya el potencial y las ventajas significativas del método SpLra en la
seleccion de 6rdenes de modelo, el ajuste de datos y la aproximacion de pardmetros. Su versatilidad y
capacidad para mantener una representacion precisa independientemente del tipo de sistema hacen que
SpLra sea una herramienta valiosa en la investigacion y aplicacion de modelos de sistemas dindmicos.
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