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En los esquemas LI-IMEX se obtuvo una mejora considerable en el
tiempo de ejecucion.
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ABSTRACT

In this paper we present a numerical comparison of time integration
methods using the finite difference method as spatial discretization to
approximate the solution of a pair of coupled partial differential equa-
tions that model the dynamics of a sand pile surface. Given the non-linear
nature of the model equations, in addition to having diffusion terms, time
integration requires a higher computational cost when applying totally
explicit or totally implicit schemes, due to this, a study of schemes that
combine the methods is carried out. implicit and explicit methods which
show a reduction in computational cost while maintaining precision.
For each method, the theoretical convergence rate was verified. In the
LI-IMEX schemes, a considerable improvement in execution time was
obtained.
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methods

I | INTRODUCCION

Diferentes modelos han sido propuestos para describir la dindmica de las pilas de arena, estos se centran
en la descripcién de la evolucion temporal de la altura y las avalanchas. Uno de los primeros modelos
fue propuesto en (Bak, Tang, y Wiesenfeld, |1987), este es conocido como el modelo BTW vy tales
dindmicas son descritas a partir de varias reglas simples con las cuales se define un autémata celular, es
decir, el modelo es discreto tanto en espacio como en tiempo. Basado en el modelo BTW en (Hwa y|
Kardar, [1992) proponen un modelo continuo para describir la evolucién temporal de la pila de arena, el
cual consiste en una ecuacidn de transporte construida a partir de ciertas condiciones.

Siguiendo el enfoque de (Hwa y Kardar, |1992), en (Bouchaud, Cates, Ravi Prakash, y Edwards| |1994))
proponen un modelo continuo tanto en espacio como en tiempo con dos grados de libertad para modelar
la dindmica de las superficies de pilas de arena, estos dos grados de libertad estdn relacionados con la
altura y las avalanchas. Dicho modelo es conocido como el modelo BCRE y consiste en un sistema de
dos ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo orden, las cuales describen la evolucion
temporal tanto de la altura como de las avalanchas.

Se han realizado diferentes modificaciones o simplificaciones al modelo BCRE con el objetivo de
abordar diferentes escenarios de la pila de arena (Alamino y Pradoj 2002; |Aradian, Raphaél, y de
Gennes, (1999; Boutreux, Raphaél, y de Gennes| |1998; |de Gennes| [2006). En (Emig, Claudin, Y|
Bouchaud, 2000) se presenta una simplificacién en la cual se obtuvieron soluciones analiticas para
un escenario especifico. Debido a la naturaleza no lineal de las ecuaciones del modelo resulta dificil
obtener soluciones analiticas para analizar escenarios mds generales. Es por esto que optar por un
esquema numérico para aproximar las soluciones del modelo resulta factible.

Los esquemas numéricos para aproximar la solucion del modelo BCRE comtnmente utilizan el método
de diferencias finitas como discretizacién espacial (Alamino y Prado} 2002; [Bouchaud y cols.,|1994),
el uso de este método resulta ideal debido a la facilidad de su implementacién y formulacién, en cuanto
a la integracién en tiempo es posible aplicar diferentes enfoques, por lo que una comparacion de este
tipo de discretizaciones espaciales en combinacién con diferentes métodos de integracion en tiempo
resulta de interés.

Es bien conocido que problemas de valor inicial (PVI) que involucran términos rigidos, establecen una
severa restriccion en el paso en tiempo al integrar mediante esquemas numéricos explicitos. Algunos
ejemplos de este tipo de PVI son los que provienen de modelos de conveccién-difusién y difusién-
reaccion, esto se debe a que procesos fisicos como la difusion y la reaccién producen términos rigidos.
En este caso, los métodos Implicito-Explicito (IMEX) podrian requerir un paso en tiempo menos
restrictivo en comparacién a un esquema totalmente explicito. Esto se logra al aplicar un esquema
implicito a los términos rigidos y un esquema explicito a los términos no rigidos, combinando as{ las
ventajas de ambos esquemas (Ascher, Ruuth, y Spiteri, |{1997). Para problemas de difusién-reaccién no
lineal, en (Castillo y Henriquez| [2017)) se realizé un estudio del desempeifio de los métodos IMEX junto
con el método “Local Discontinuous Galerkin” (LDG) como discretizacién espacial. Es importante
remarcar que la aplicacién de los métodos IMEX en modelos donde el término rigido es lineal, la
aplicacién del esquema implicito requiere la solucién de un sistema de ecuaciones lineales en cada
etapa de tiempo. En cambio, para un término rigido no lineal, este requiere la solucién de un sistema
de ecuaciones no lineales, el cual genera un costo computacional mayor. Debido a esto, para casos
particulares de términos rigidos no lineales, en (Boscarino, Biirger, Mulet, Russo, y Villadal 2015) se

38



39 | REF-UNAH vI12il, 39-50 (2024)
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Figura 1: Descripcion de la altura y una avalancha en una pila de arena con el modelo BCRE.

analiza una variante de los métodos IMEX conocidos como métodos linealmente implicitos IMEX.
Recientemente, estos métodos han sido aplicados con éxito en la soluciéon numérica de diferentes
modelos, a saber, modelado de sedimentacién polidispersa (Boscarino, Biirger, Mulet, Russo, y Villadal
2016), modelo de propagacion de incendios forestales (Biirger, Gavilan, Inzunza, Mulet, y Villadal
2020) y la ecuacion no lineal de Fokker-Planck para fermiones y bosones (Boscarino, Filbet, y Russo,
2016).

En este trabajo nos enfocamos en el estudio de la precisién numérica combinando una discretizacion
espacial mediante el método de diferencias finitas con técnicas de integracién en tiempo totalmente
implicitas, métodos Implicito-Explicito IMEX) y métodos linealmente implicitos IMEX (LI-IMEX).
Tal comparacién para el modelo BRCE no ha sido explorada previamente. El documento estd organizado
de la siguiente manera. En la seccién [l presentamos la descripcion del modelo BCRE, luego, en la
secci6n [Tl realizamos la discretizacién espacial y temporal, en la seccion [[V]presentamos los resultados
numéricos y finalmente en la seccién [V]exponemos las conclusiones y trabajos a futuro.

I | MODELO BCRE

Considere la pila de arena representada en la Figura en el dominio espacial Q = [0, L], la cual se basa
en la suposicion de poder separar los granos de arena de la pila en dos poblaciones de granos; granos
estdticos y granos rodantes. Sea H(x,t) € RT U {0} la altura de los granos estdticos en la posicién x
y tiempo 7, 0, es el dngulo de reposo de la pila de arena y s, = tan(6,,) es conocido como el valor
critico relacionado con el d4ngulo de reposo de la pila. El valor —s. es llamado la pendiente critica o
pendiente de reposo y I.(x) = —s.(x — L) el perfil critico. La densidad local de los granos rodantes
denotada por r(x,) € R* U {0} representa una avalancha dentro de la pila de arena.

Por conveniencia, introducimos una nueva funcién

h(x,t) = H(x,t) —I(x), €))

donde h(x,t) € R es la altura de los granos estdticos relativa a la pendiente critica de dngulo 8,,,, con esta

oh oh
eleccion el valor s, = 0. Cuando e < s = 0 se tiene una pendiente local sobrecritica y = >s5.=0
X X

pendiente subcritica.
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La evolucién temporal de las cantidades & y r estdn gobernadas por las ecuaciones

or d o\ 4
ot 3 (DT )~k ), Vi) € QxR a)
%:*F(nh){»fh(x,t)’ V(x’t)GQXRJF, (Zb)

donde v es la velocidad de desplazamiento de los granos rodantes; D es una constante de difusién (o
dispersién); f;, fi € R términos fuentes; I'(r,7) € R es el término encargado de la conversién de granos
estaticos en granos rodantes y vice versa (Bouchaud y cols.,|1994).

El término I'(r, h) estd definido por

oh  9%h
) , 3)

F(r,h) = —r (’Yax +Kﬁ

donde Yy K son constantes positivas. La ecuacién (3)) incorpora principalmente dos efectos; erosion y
deposicion. Los efectos de erosion y deposicion dependen de la pendiente local de los granos estéticos

a— y el valor critico s., a saber, — < 0 para la erosiéon y — > 0 deposicién. Las ecuaciones (2)) estdn
X

ox ox

sujetas a las condiciones iniciales

r(x,0) = r’(x), (4a)
h(x,0) = h°(x), (4b)
y condiciones de frontera
0 oh
wf@afizo, 5 =0 enx=0, (5a)
r(L,t)=0 y h(L,t)=0 parat>D0. (5b)

Las ecuaciones (3 se definen a partir del hecho de que en la pila de arena existe un pared o frontera
aislante en x = 0 y en x = L existe un sumidero.

Sea el dominio espacio-temporal ;= Q X (0,4, sustituyendo (3) en las ecuaciones (2) se obtiene
el problema

or 0 or oh 0*h
al‘+8x<vr_@ax> - _ryg_r](ﬁ—i_fr(xvt)’ \V/(X,t) Eleax’ (6a)
oh oh 0%h
EZY'Ya +rKﬁ+fh(xat)7 V(x,t)eﬂtmx, (6b)
r(x,0) = 70 (x), (6¢)
h(x,0) = h°(x), (6d)
vr—@ﬁ:O, enx=0 (6e)
ox
a—h =0 enx=0, (6f)
ox
r(L,t)=0 y h(L,t)=0. (6g)

Cabe resaltar que el problema (6)) posee términos no lineales provenientes de la ecuacion (3)), por lo
que resulta dificil obtener soluciones analiticas del modelo.
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I | ESQUEMA NUMERICO

En esta seccién presentamos la discretizacion espacial mediante el método de diferencias finitas y
diferentes técnicas de integracién en tiempo para la aproximacién de la solucién del modelo BCRE.

11| Discretizacion espacial

L
El dominio espacial Q = [0, L] es discretizado mediante una malla uniforme de tamafio Ax = . con
X
nodos

xi=({0—1)Ax parai=1,...,Ne+1.

Con esta eleccién de Ax, tenemos que los nodos fronteras son x; = 0, xy,+1 = L. Para imponer
condiciones de frontera de Robin o Neuman incluimos el nodo xg = —Ax conocido como nodo
fantasma.

Sea ri(t) = r(x;,t) y hi(t) = h(x;,t). Aplicando el método de lineas, a lo largo de la linea x = x; el
sistema (6] es aproximado con el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias(EDO)

dr;
dirt = =81 ax(ri) + DOy ax(ri) — rivd.ac(hi) — rikdy ac(hi) + fr(xist), (72)
dh;
e 101 ax(hi) + %8 ax(hi) + fin(xis1), .

parai=1,2,...,N, donde

1

&1 ac(ui) == E(um —ui—1), (8a)
1

& ax(ui) := E(”H —2ui+ujy1) (8b)

son los operadores discretos generados por férmulas de diferencias finitas centrales de segundo orden
para aproximar la primera y segunda derivada respectivamente.

Las incdgnitas generadas por el nodo fantasma xq son eliminadas al imponer las condiciones de frontera
(B) para r y h respectivamente.

Sean los vectores r(t) = [r1(t),r2(t),...,rn,(1)] ", h(r) = [hl(t),hz(t),...,hNX(t)}T,
£1(0) = [fr(x1,0), frxant), s £ )] Ty 2(8) = [, 8) falx2, ), fiulons1)]

Al reescribir el sistema (7)) en forma matricial se obtiene el problema semidiscreto

T

d

d—: = —vCir+ DD;r —ydiag(r)Cyh — kdiag(r)D,h + £, (¢), (9a)
dh

T vdiag(r)C,h + xdiag(r)Dh + £, (), (9b)

donde Cy,Cy € RV*N y Dy, D, € R¥*M son las matrices generadas a partir del operador 8(1)’ Aclli) y

8(2)7 Ac(U;) respectivamente. La matriz diagonal diag(r) € RNe*Nx 5 creada a partir del vector r. Para
claridad en la notacion del sistema (9) hemos quitado la dependencia en  de las variables h y r. La
solucién inicial del sistema de EDO (9) se obtiene desde las condiciones iniciales (), estas estdn

dadas por los vectores r(0) = [ro(xo),ro(xg),...,ro(xNX)]T y h(0) = [ho(xl),ho(xg),...,ho(xNX)]T.
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Sea u € R*™ el vector solucién definido por u = [r,h] "', Reescribimos el sistema de EDO @) de la
siguiente forma

du

_— = 1
o = (), (10)
donde

F(t,u) =

—vCir+ DDr — ydiag(r)Coh — kdiag(r)Doh + F, (t)] (11

vdiag(r)Coh + xdiag(r)Dh + Fa (¢)

2| Integracion en tiempo

En esta seccion nos centraremos en la discretizacion temporal del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias mediante diferentes métodos basados en esquemas implicitos y esquemas implicito-
explicito. Iniciamos particionado el dominio temporal (0, #,,,.] de manera uniforme con un tamaiio de
paso T, asaber, 0 =1y < t; <1t <...<ty, = tipqx donde t; = jTpara j=0,1,2,...,N;. A continuacién
describimos los métodos utilizados para la discretizacién temporal.

2.1 | Meétodos implicitos

Para la integracion en tiempo con esquemas implicitos hemos considerado los métodos de segundo
orden siguientes:

1. Regla Trapezoidal(RT)
lln+1 :un+%}~(tn+17un+l)+%-.T(tn’un). (12)
2. Regla del Punto Medio(MP)
vt =" F (3 S utth). (13)

3. Método de Runge-Kutta diagonalmente implicito DIRK(2,2) (Alexander,|1977), el cual escribimos
en la notacién habitual de Butcher:

V2

con oo=1——.

(0]
1

DIRK(2,2):=

2.2 | Meétodos IMEX

Los métodos implicito-explicito (IMEX) consisten en aplicar en cada paso de tiempo un método
implicito a los términos rigidos( términos de difusidn, etc. ) y un método explicito a los términos no
rigidos (términos de conveccién, fuentes, etc). Para aplicar este tipo de métodos hemos particionado el
lado derecho de la ecuacion ([I0) en dos partes; implicita %, y explicita %, , es decir,

—T(tvu) = -{]:lm(u) + j:ex(tau))
donde .
: | DDqr — kdiag(r)Dyh
Fim(W) =1 diag(r)Doh (14)
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Forltou) = vClrydiag(r)Czh} [Fl(t)} (15)

’Ydiag(l‘)Czh F> (t)

Tal como se indica anteriormente, la ecuacion ([ED involucra solamente términos relacionados con
la difusion y en la ecuacién (I35) términos relacionados con conveccion y fuentes. Los dos métodos
IMEX considerados en este trabajo son presentado en (Ascher y cols., [1997), los cuales son denotados
por IMEX1 el método L-stable, two-stage, second-order DIRK(2,3,2) de orden dos con dos etapas
implicitas y tres explicitas; IMEX?2 el método L-stable, two-stage, second-order DIRK (2,2,2) de orden
dos con dos etapas implicitas y dos explicitas.

2.3 | LI-IMEX

Los métodos linealmente implicito IMEX (LI-IMEX) son una variante de los métodos IMEX, la
principal diferencia consiste en seleccionar cuidadosamente entre dependencia rigida y no rigida
en un término no lineal que genera rigidez( por ejemplo un término de difusién no lineal), esto se
obtiene identificando la dependencia (posiblemente lineal) de la inc6gnita del sistema que genera la
rigidez, unicamente esta dependencia es tratada implicitamente (Boscarino, Filbet, y Russol 2016). Esa
identificacion particular permite obtener sistemas de ecuaciones lineales en cada paso de tiempo, para
mds detalle ver (Boscarino y cols.,|[2015)).

Sea u = (r,h) las incdgnitas tratadas implicitamente y u* = (r*,h*) las incégnitas tratadas explicita-
mente. Al identificar las inc6gnitas del lado derecho de la ecuacién (I0) relacionadas con la rigidez en
cada término, obtenemos el sistema particionado de la forma

du B
E:ﬂ-’(u,u 1), (16a)
du* .
el F(u,u*,1), (16b)

donde (I6a)) es tratado de forma implicita y (I6b) de forma explicita con

—Cir* +D;r —diag(r*)Coh* — diag(r*)Dh + F (¢)
diag(r*)Cyh* + diag(r*)D,h + F (z)

Note que Unicamente las incégnitas de los términos relacionados con la difusién son tratadas de forma
implicita. En este trabajo consideramos dos métodos linealmente implicitos H-LDIRK p(2,2,2) con
p =2y LSDIRK2(2,2,2) propuesto en (Boscarino, Filbet, y Russol [2016)) los cuales denotaremos por
LI-IMEX1 y LI-IMEX2 respectivamente.

F(u,u’,t) = a7

IV | EXPERIMENTOS NUMERICOS

Para la comparacién de los métodos de integracién en tiempo en cuanto a eficiencia y precision
presentamos diferentes experimentos numéricos. La implementacién de los métodos numéricos se llevo
a cabo en el entorno de programacién GNU Octave. Los métodos implicitos y métodos IMEX generan
un sistema de ecuaciones no lineales en cada paso de tiempo, dichos sistemas se resolvieron aplicando
el método de Newton utilizando como criterio de paro la norma dos del error de dos iteraciones
consecutivas con una tolerancia € = 10~'°. Para resolver los sistemas lineales se utilizé el operador de
divisién por la izquierda \ de GNU Octave.
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Ax RT MP DIRK(2,2)
Error OCg Error OCg Error OCg
2.00e-01  1.4239¢-02 - 7.6903e-03 - 1.5258e-03 -

1.00e-01  3.5594e-03 2.00 1.9225e-03 2.00 3.9276e-04 1.96
5.00e-02 8.8974e-04 2.00 4.8058e-04 2.00 9.9604e-05 1.98
2.50e-02 2.2242e-04 2.00 1.2014e-04 2.00 2.5078e-05 1.99
1.25e-02  5.5603e-05 2.00 3.0034e-05 2.00 6.2915e-06 1.99

Tabla 1: Errores 'y orden de convergencia para el Experimento 1 con esquemas implicitos.

11 Experimento 1 - Validacion del orden de precision

Considere el problema @) en el dominio ;.. = [0,100] x (0,2] con D = 10,v = 55,y =1,k = 1. Las
funciones f, y fj, se escogen de tal forma que las soluciones exactas sean la funciones

r(x,1) = exp(—t)(cos(Fx) +sin(Fx) + 1), (18a)
h(x,t) = exp(—t) cos(3Ex). (18b)

Las condiciones iniciales del problema (6) se toman directamente de las ecuaciones (I8) al establecer
t=0.

Para validar la convergencia de los métodos, calculamos el error en la aproximacién mediante la
ecuacion

E = \/”r_rexact”ix+ ”h_hexaCtHixv (19)

exact

Nx
donde Hu||ix = sz |ui|?. Los vectores denotados por u 'y u*" son la solucién aproximada y exacta

i=1
respectivamente.

Para verificar el orden de convergencia tanto en espacio como en tiempo, consideramos dos aproxima-
ciones calculadas en mallas diferentes con tamafios Axy, Ax, y T proporcional a Ax, en este experimento

: Ax) Axy o . .
se establecié T1 = - y To = ——, con cada aproximacion se obtienen los errores E; y E> en el tiempo

final f,,,,, = 2. La estimacion del orden de convergencia se obtiene mediante la expresién

10g(E1 /Ez)

E = fog(A /Ax) 0

Los resultados obtenidos al aplicar esquemas implicitos son mostrados en la Tabla|l|y para esque-
mas IMEX y LI-IMEX en la Tabla 2] El orden de convergencia estimado coincide con el orden de
convergencia tedrico esperado, dos, tanto en espacio como en tiempo. En la Figura[2]se presenta la
convergencia (asintética) de cada método, con los métodos DIRK(2,2) y LI-IMEX2 se obtiene una
mayor precisién. En la Tabla [3] mostramos los tiempos de ejecucién para cada método, para esquemas
implicitos y IMEX se resuelven sistemas de ecuaciones no lineales, en el caso de los LI-IMEX sistemas
lineales, este hecho se ve reflejado en los tiempos obtenidos.
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Ax IMEX1 IMEX2 LI-IMEX1 LI-IMEX?2
Error OCg Error OCg Error OCg Error OCg
0.2 1.6846e-03 - 1.5706e-02 - 4.0187e-03 - 1.8134e-03 -

0.1 4.3220e-04 196 3.9049e-03 2.01 1.0006e-03 2.01 4.4685e-04 2.02
0.05 1.0944e-04 198 9.7349e-04 2.00 2.4964e-04 2.00 1.1100e-04 2.01
0.025 2.7533e-05 199 2.4303e-04 2.00 6.2343e-05 2.00 2.7666e-05 2.00
0.0125 6.9049¢-06 2.00 6.0714e-05 2.00 1.5578e-05 2.00 6.9064e-06 2.00

Tabla 2: Errores 'y orden de convergencia para el Experimento 1 con esquemas IMEX y LI-IMEX.

Ax RT MP DIRK IMEX1 IMEX2 LI-IMEX1 LI-IMEX2
2.00e-01 0.12 0.14  0.28 0.23 0.24 0.13 0.07
1.00e-01 040 040 0.84 0.68 0.67 0.32 0.23
5.00e-02 136  1.38 2.85 2.39 2.35 0.78 0.77
2.50e-02 5.02 5.04 11.24 8.97 9.18 2.86 2.82
1.25e-02 19.88 20.64 41.01 34.29 33.65 11.19 11.09

Tabla 3: Tiempos de ejecucion(en segundos) para el Experimento 1.

logo(E)

—+— RT
—X— MP

—O&— DIRK(2.2)
—A— IMEX1 .
—H&— IMEX2
—%— LI-IMEXI
—%— LI-IMEX2

-2 -1.8 -1.6 1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6
log;o(Ax)

Figura 2: Convergencia y precision con esquemas implicitos, IMEX y LI-IMEX para el Experimento 1.

2| Experimento 2 - Pendiente local sobrecritica y subcritica

La pendiente local de la altura de la pila de arena es uno de los elementos esenciales en el modelo
BCRE. En este experimento analizamos la influencia de una pendiente sobrecritica y una pendiente
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subcritica en la aproximaci6n de la solucién del problemal6] Considere el dominio espacio-temporal
Q... =10,10] x [0, 10] y los pardmetros D = 1,v =0.1,y= 1,k = 1 para el problema @ con f,(x,t) =
0, fi(x,t) = 0. La cantidad de granos rodantes dentro de la pila de arena inicialmente estd dada por

ro(x) = —tanh (4x2) tanh(2(x — L)), (21

esta eleccion particular de ry(x) permite establecer una cantidad constante en la mayor parte del dominio
espacial, ademds de satisfacer las condiciones de frontera.
Para el estado inicial de la altura de la pila de arena /o(x) se consideran dos escenarios:

(a) Pendiente local inicial sobrecritica:

ho(x) = cos(4x), (22)
es decir, a—h <0.
ox
(b) Pendiente local inicial subcritica:
ho(x) = —cos(F-x), (23)

. oh
se tiene que — > 0.

ox

Para el andlisis se considera una malla fija con un tamafio lo suficientemente pequefio, de tal forma que
el error de la aproximacion esté dominado por el error de la discretizacién en tiempo (Lowrie, [2004). Al
no conocer la solucion exacta, en el calculo del error se utilizé una solucidn de referencia calculada con
el método DIRK(2,2) con un tamafio de malla Ax,.y = 1 /640 y con un paso en tiempo T = Axyper /2.
Los errores y el orden de convergencia estimado obtenidos en el tiempo final #,,,, = 10 para el caso (a)
se muestran en la Tablad] para los métodos con esquemas implicitos y en la Tabla 5] para esquemas
IMEX y LI-IMEX. Para el caso (b), los resultados se muestran en la Tabla[§] para esquemas implicitos
y en la Tabla[7] para esquemas IMEX y LI-IMEX. Cabe resaltar que el método IMEX1 es inestable
en ambos casos para los pasos en tiempos utilizados, lo que sugiere una mayor restriccién en el paso
en tiempo T respecto a los otros métodos. En la Figura 3] se presenta la precisién en tiempo de los
esquemas implicitos, IMEX y LI-IMEX para ambos casos. Para el caso (b), con los métodos MP y
DIRK(2,2) se obtiene una mayor precision.

-1 T T T T T T -1

s s
z 3 z 3
& &
g g
—+— RT —+— RT
—>— MP —*%— MP
4+ —6— DIRK(2.2) | | 4+ —6— DIRK(2.2) | |
—A— IMEX|1 —&— IMEX|1
—&— IMEX2 —H— IMEX2
—%— LI-IMEX 1 —#*— LI-IMEX1
—&— LIIMEX2 —&— LIIMEX2
. | | | | 5 | | |
-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
log (D) log (1)
(a) Pendiente local inicial sobrecritica. (b) Pendiente local inicial subcritica.

Figura 3: Precision en tiempo con esquemas implicitos, IMEX y LI-IMEX para el Experimento 2.
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RT MP DIRK(2,2)

Error OCg Error OCg Error OCg

1.00e+00  4.1599e-02 - 3.8185e-02 - 4.8900e-03 -

5.00e-01  4.9936e-03 3.06 3.8506e-03 3.31 1.2335e-03 1.99
2.50e-01 8.7897e-04 2.51 5.1466e-04 290 3.1336e-04 1.98
1.25e-01  2.1174e-04 2.05 1.2419e-04 2.05 7.9360e-05 1.98
6.25e-02  5.2535e-05 2.01 3.1042e-05 2.00 1.9999e-05 1.99

Tabla 4: Errores y orden de convergencia para el Experimento 2 - Caso a) con esquemas implicitos.

IMEX1 IMEX2 LI-IMEX1 LI-IMEX2
T

Error OCg Error OCg Error OCg Error OCg
1.00e+00 * - 1.1500e-02 - 4.7181e-03 - 4.1927e-03 -
5.00e-01 * * 2.6405e-03 2.12  1.4453e-03 1.71 1.1769e-02 -1.49
2.50e-01 * * 6.5912e-04 2.00 4.9277¢-04 1.55 7.7988e-04 3.92
1.25e-01 * * 1.7372e-04 192 1.5012¢-04 1.71 2.0551e-04 1.92
6.25e-02 * * 4.5500e-05 193 4.1554e-05 1.85 5.4140e-05 1.92

Tabla 5: Errores y orden de convergencia para el Experimento 2-Caso a) con esquemas IMEX y LI-IMEX. El
simbolo * indica que el método es inestable.

RT MP DIRK(2,2)
T
Error OCg Error OCg Error OCg
1.00e+00 4.2986e-02 - 3.7909e-02 - 3.8085e-03 -

5.00e-01 5.4143e-03 299 3.4543e-03 3.46 1.0179e-03 1.90
2.50e-01  9.9459e-04 2.44 2.7824e-04 3.63 2.6728e-04 1.93
1.25e-01  2.3917e-04 2.06 6.0987e-05 2.19 6.8997e-05 1.95
6.25e-02  5.9258e-05 2.01 1.5250e-05 2.00 1.7573e-05 1.97

Tabla 6: Errores y orden de convergencia para el Experimento 2 - Caso b) con esquemas implicitos.
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IMEX1 IMEX2 LI-IMEX1 LI-IMEX2
T

Error OCg Error OCg Error OCg Error OCg
1.00e+00 * - 2.0241e-02 - 9.9617e-03 - 3.5910e-02 -
5.00e-01 * * 5.0176e-03 2.01 2.1953e-03 2.18 4.6757e-03 2.94
2.50e-01 * * 1.2767e-03 197 6.9878¢-04 1.65 1.1079¢-03 2.08
1.25¢-01 * * 3.2826e-04 196 2.0237e¢-04 1.79 2.6501e-04 2.06
6.25e-02 * * 8.3746e-05 197 5.4637e-05 1.89 6.6769e-05 1.99

Tabla 7: Errores y orden de convergencia para el Experimento 2-Caso b) con esquemas IMEX y LI-IMEX. El
simbolo * indica que el método es inestable.

3| Experimento 3 - Evolucion de un bulto

Considere el problema (6) en el dominio Q. = [0,L] x (0,Zyax] con L = 100, tyqx = 100, D = 10.0,
v=0.1,y=1,x=1, f, =0y f, = 0. Las condiciones iniciales estdn dadas por

ro(x) = —tanh(4x%) tanh(2(x — L))

LAY

O

En este escenario, /i (x) consiste en un bulto en medio del dominio €, con el cual se permite apreciar
el proceso de erosion y deposicion de granos rodantes a medida el sistema evoluciona en el tiempo.
Al no conocer la solucién exacta para este escenario, se calculé una solucién de referencia con
Ax,or = 1/80y T,y = Ax con el método DIRK(2,2), la solucién de referencia espacio-temporal para r
se muestra en la Figura[da]y para h en la Figura[dc] En la Figura#b]se muestra la evolucién temporal
del error para una aproximacién calculada en un malla de tamafio Ax,,; con un paso en tiempo T = 0.4,
el cual permite visualizar el comportamiento del error involucrado en la discretizacién temporal, dicha
evolucién muestra el mismo comportamiento tanto para esquemas implicitos como para esquemas
IMEX y LI-IMEX. Para comparacién, se muestra en la Figurafdd|el valor méximo de la solucién de
referencia obtenido en cada paso de tiempo, donde se aprecia una influencia de este en el error, cerca
de r = 10 el valor maximo de r incrementa al igual que el error en cada uno de los métodos.

V | CONCLUSIONES Y TRABAJOS A FUTURO
Se present6 una comparaciéon numérica de esquemas implicitos, IMEX y LI-IMEX para la integracién
en tiempo utilizando el método de diferencias finitas como discretizacién espacial aplicados al modelo

no lineal BCRE.

= Se realizaron los test de convergencia tanto en espacio como en tiempo para cada método, se
obtuvieron las tasas de convergencias 6ptimas esperadas.
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RT

-1.5 —*— MP

+ DIRK(2,2)
IMEX2 |
LI-IMEX1

—=— LI-IMEX2

logio(E)

0 20 40 60 80 100

(b)

t

(c) (d)

Figura 4: Solucion espacio-temporal para (a) r(x,t) y (c) h(x,t), (b) evolucion temporal del error y (d) el valor
mdximo de la solucion de referencia en el Experimento 3.

= Los métodos IMEX no presentan ninguna mejora considerable, mientras que los métodos con
esquemas LI-IMEX tienen una clara ventaja en cuanto al costo computacional, hasta tres veces mas
rapidos que los esquemas implicitos y IMEX. Respecto a la precision, no se evidencia una pérdida
considerable en comparacion con los demds métodos.

= En cuanto a precision, con el método DIRK(2,2) se obtuvieron mejores resultados, aunque este
requiere un mayor costo computacional. También se evidencid que la precision para este método se
ve afectada cuando la pendiente local inicial es sobrecritica.

Como trabajos a futuros se pretende investigar la eficiencia de una discretizacion espacial mediante
elementos finitos discontinuos aplicada al modelo BCRE con la cual es posible obtener discretizaciones
espaciales de alto orden y imponer condiciones de frontera con facilidad. También se pretende incluir en
la comparacién a los esquemas de integracion en tiempo conocidos como métodos de descomposicion
de operadores, ademads de realizar un estudio mas detallado de las restricciones del paso en tiempo. Es
importante remarcar que los esquemas analizados en este trabajo pueden extenderse a problemas mas
generales, por lo que es otra ruta de investigacion a considerar.
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