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RESUMEN

En el estudio de la teoria de integracién numérica es bien conocido que el
orden de convergencia cldsico de la regla del trapecio es dos y se enuncia
Nacional Auténoma de Honduras. para funciones con segunda derivada continua, mientras que para la regla
de Simpson el orden de convergencia clésico es cuatro y se cumple para
funciones con cuarta derivada continua. En este trabajo se estudia cierta
clase de funciones que no cumplen los requisitos de diferenciabilidad
que exigen las dos reglas de integracién numéricas antes mencionadas
y se demuestra que en estos casos se puede obtener un orden de conver-
gencia fraccionario, pero menor o igual al cldsico. También Se presentan
experimentos numéricos que validan la teorfa.
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ABSTRACT

It’s well known from numerical integration theory that the classical order
of convergence of the trapezoidal rule is two, for Simpson’s rule is four
and they are formulated for functions that have second and fourth conti-
nuous derivative, respectively. In this work a certain class of functions
that do not satisfy the smoothness requirements mentioned above are
studied and it’s proved that the order of convergence can be fractional
and at most the same as the classical order. Numerical experiments are
shown in order to validate theoretical results.
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I | INTRODUCCION

El problema que consiste en evaluar una integral definida surge en muchas areas del saber como ser la
matematica, fisica, ingenieria, economia y otras. Suele ocurrir que las integrales definidas de interés de
dichas aplicaciones no se pueden calcular de forma cerrada en términos de funciones elementales. Un
ejemplo muy conocido es la integral gaussiana

1 a 12
—— [ e 2Ydx
V21 /0
utilizada para el cdlculo de probabilidades (Conrad, 2005)). Debido a esto surge la necesidad de aproxi-

marlas de forma numérica. Para esto se han formulado varias técnicas, algunas de ellas son la regla
compuesta del trapecio, la regla compuesta de Simpson, cuadratura Gaussiana y otras.

Cada regla de integracién numérica genera un valor aproximado al valor exacto de la integral definida y
por lo tanto existe un error absoluto asociado. Usualmente los errores exactos son desconocidos, asi
que lo mejor que se puede hacer es estimarlos. En la literatura estos estimados son muy conocidos
(Kincaid, Kincaid, y Cheney, 2009; |Siili y Mayers| [2003) y algo en comiin que tienen es que se requiere
que la funcidn a integrar sea diferenciable hasta cierto orden.

Para el caso de la regla compuesta del trapecio se requiere diferenciabilidad hasta orden dos, mientras
que la regla de Simpson requiere diferenciabilidad hasta orden cuatro. Sin embargo la interpretacién
geométrica de estos métodos, en especial la de las reglas del trapecio y Simpson, sugieren que la
diferenciabilidad es muy exigente y no es necesaria para garantizar convergencia del método. Aparente-
mente la continuidad pueda ser suficiente para garantizar convergencia.

En este trabajo se demuestran estimados de error para las reglas compuestas del trapecio y Simpson cuan-
do estas se aplican a cierta clase de funciones que no cumplen con el requisito de la diferenciabilidad
exigida en los estimados de error cldsicos. Como consecuencia se observan reducciones en los érdenes
de convergencia y hasta de tipo fraccionario los cuales se validan por medio de experimentos numéricos.

Es importante agregar que el presente trabajo no es el primero en estudiar estimados de error no cldsicos,
por ejemplo en (Dragomir y Mabizela, |1999) se demuestra en el teorema 4 que para funciones cuya
primera derivada pertenece al espacio de Holder C*[a, b], con a. € (0, 1], el orden de convergencia de
la regla del trapecio con particiones uniformes es 1+ o, mientras que en el teorema 6 se prueba un
orden de convergencia igual a uno cuando la primera derivada es absolutamente continua y la segunda
derivada pertenece a L,(a,b), con 1 < p < oo. Esta disminucién del orden de convergencia cldsico
motiva al uso de otras reglas de integracién numérica o a una modificaciéon de la misma para acelerar la
convergencia (Talvila y Wiersma, [2012)).

El contenido de este articulo estd distribuido de la siguiente manera: En la seccién [[I|se presentan la
regla del trapecio y su estimado de error clésico, en la seccién [Tl se demuestra un estimado de error
més general que el cldsico para el caso de la regla del trapecio aplicada a f(x) =x* con 0 < o0 < 2,
mientras que en la seccion[[V]se generalizan los mismos resultados a una clase mas amplia de funciones
no diferenciables. En la seccion [V]se validan los resultados teéricos de las secciones [Ty [[V] por medio
de experimentos numéricos. En la seccién V| se hace un analisis similar al de las secciones |[II|y
pero con la regla de Simpson. Estos dltimos resultados tedricos se validan en la seccién por medio
de experimentos numéricos y se finaliza este trabajo en la seccién [VIII]dando una serie de conclusiones.
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I | LAREGLA COMPUESTA DEL TRAPECIO

b
Seana, b € Rcona < b, f: [a,b] — R una funcién continua. La integral definida / f(x)dx se puede
a

aproximar mediante la regla compuesta del trapecio la cual se define como

h
Tlf] = 5 () +2f(et) +2f (2) - 4+ 2f (1) + f ()]
donde n € N es el nimero de particiones del intervalo [a,b], h = (b —a) /n es el tamaiio de la particion,
a=2x9,b=xy,x;=a-+ih,dondei=0,1,2,...,n. Siadicionalmente f tiene segunda derivada continua

en [a,b], propiedad que se representa por f € c? ([a,b]), el error absoluto Er generado por esta regla
es generalmente conocido como (Siili y Mayers), 2003)), (Kincaid y cols., 2009))

oMo, (M

ZTh[ﬂ‘ < ba

b—
donde M, = gm[éx] { | F(3) | } Puesto que la constante ZaMg no depende de h, solamente de f y el
€la,b

intervalo [a,b], el error en la notacién de Landau también se puede expresar como 2Er[f] = O (hz) ,

cuando i — 0. Finalmente, sin pérdida de generalidad, de ahora en adelante se va asumir que el intervalo
b ab

x— .

—a b—a

de integracion es [0,b] gracias a el cambio de variable u = b

I | LA REGLA DEL TRAPECIO APLICADA A LA FUNCION POTENCIA

En esta seccién se desarrolla una férmula para §Er[f], cuando f es de la forma f(x) = x*, donde
0 <o <2, a1, xe[0,b]. Note que para estos valores de o se tiene que f ¢ C([0,5]), asi que el
estimado () no aplica en este caso.

Sean € N, entonces h=b/ny

b nel [ (kD) h
/xo‘dx—{’,Th[x“] =) [/ x*dx — = [(kh) + ((k+1)h)%]
0 k=0 L/kh
JARR ni : L v hl+(xnil
= (k+ 1) =k = —— ) [+ (k+1)°]
I+a /= 2 5
h1+(x o | n—1 h1+oc
— —h +o koc_i o
I+o ; 2"
I n1+a+1na—ik‘* ptte 2
1+o 2 = '

La féormula anterior se puede simplificar gracias al interesante resultado publicado en (McGown y
Parks!, [2007; [Schumacher, [2022):

1 1 o
l+a o a—1 a—3
E +-n"+-—n +C(—a)+ 0 3
1+OL 2n 12 C( ) (n )7 ( )
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cuando n — +eo. En la férmula anterior, {(—a) representa a la funcién zeta de Riemann extendida
analiticamente (Ahlam y Stromberg, 2017) en C\ {1} y evaluada en —a.. Sustituyendo (3) en (2)) se
obtiene

b
o
/xocdx_gTh[xoc] _ —C(—Oc)hlﬂx _ ﬁnoc—lhl-s—oc_’_ O(n(x_3hl+a),
0
pero n® 3p! T = p@3pt po it — = 1H0,2 entonces
b
(04
/ v =T = —{(—ah T~ b 1 o(ht)
0
— o) (hml’n{1+(x,2}) (4)

hml’n{ 1+o,2}

por lo tanto 8ZT[x°‘] =0 ( ) Con esto se demuestra que para el caso 0 < o < 1, la regla

compuesta del trapecio tiene un orden de convergencia fraccionario. Cuando 1 < & < 2, el orden de
convergencia es dos, el mismo orden que se presenta en , pero esta vez f ¢ C*([0,b]).

IV | LA REGLA DEL TRAPECIO PARA UNA FAMILIA MAS AMPLIA DE
FUNCIONES NO DIFERENCIABLES

En esta seccion se considera la familia de funciones de la forma
) =x*Y e, )
n=0

donde0<a<2,a#1,¢c, € Rparan=0,1,..., co # 0y la serie de potencias converge para todo
x € (—R,R), donde R > b. La idea que hay detrds de considerar esta familia de funciones es que
para x ~ 0, f(x) ~ cox* y f € C>((0,b)), pero f ¢ C*([0,b]), precisamente las mismas propiedades
que cumple la funcién g(x) = x* en [0,b]. Se quiere probar que para esta familia de funciones se

hmfn{1+oc,2})

sigue cumpliendo 8£T [f]=0 ( . Para lograr esto es suficiente justificar que los términos

{c,,x"*o‘} de la suma infinita se pueden reagrupar sin afectar la convergencia de la serie y que la integral
definida con la suma infinita se pueden intercambiar. En efecto, lo de reagrupar términos de la serie sin
afectar su convergencia se sigue de que f es absolutamente convergente en [0,5] y lo de intercambiar
integracion con la suma infinita se sigue de (Stein y Shakarchi, 2009))

/b i et < bo‘/h i |cn| X" < Hoo.
0 »=0 0 420
Despues de aplicar las dos propiedades antes mencionadas a SET[ f] se obtiene
bETLf] = (BE]) cot (BErle ) e+ (BECR]) cat -
= (o(nm0+2) ) e+ (0 (1)) er+ (O (1)) 2+ -+
_ (O (hmin{1+(x,2})) ’ 6)

porque cg # 0.
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n h SE[xO]
10> 1072 7.8188 x 107%
10> 107° 8.6238x 1078
10* 107* 9.1312x 10710
10° 107> 9.0625 x 10712

Tabla 1: Tabla de errores absolutos de la regla del trapecio aplicada a f(x) = X0/,

Error Absoluto Trapecio en Escala Log-Log
10 . . T

Log(Error)

25 4

30 I I I
-12 -10 8 -6 -4

Lo-g(h)

Figura 1: Error absoluto versus h en escala log —log para la regla del trapecio aplicada a X075,

V | EXPERIMENTOS NUMERICOS PARA LA REGLA DEL TRAPECIO

En esta seccion se realizan experimentos numéricos que ponen a prueba los estimados de error @) y (6)
y por lo tanto el posible orden de convergencia fraccionario.

11 Experimento 1

En este experimento numérico se considera el intervalo de integracién [0,1] y la funcién f(x) =
x* con o0 = 6/5. El valor exacto de la integral es 5/11. La regla del trapecio se aplica tomando
n=10%, 10%, 10*, 10° particiones. El estimado de error (1) no es aplicable en este caso porque
f ¢ C*([0,2]), pero segiin (4) se espera que el orden de convergencia sea min{1+46/5,2} = 2. En
efecto, en una escala log —log del error absoluto versus % se observa que el orden de convergencia es
de 1.9783 aproximadamente, consistente con el dato teérico (@). Esto se ilustra en la Figura[I] mientras
que en la Tabla[T] se muestran los errores absolutos.
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Error Absoluto Trapecio en Escala Log-Log
8 . . T

Log(Error)

20 I I I

8
Log(h)

Figura 2: Y E1(f] vs h en escala log —log para la regla del trapecio aplicada a f(x) = v/e* — 1.
2| Experimento 2

En este experimento numérico se considera la funcién f(x) = ve* — 1 y el intervalo de integracién
[0,1]. EI valor exacto de la integral es 2v/e — 1 —2arctan (\/e — 1). Se observa en este caso que f

e —1 e —1
se puede expresar en la forma f(x) = X2 {/ ——, donde la funcién g(x) = se considera
X x

analitica en R ya que

e —1 23

X X
h = :1 _— _— —_
() =— Tatnta

+...’

es el cociente de dos funciones analiticas y x = 0 es la dnica discontinuidad de tipo removible. Como
1 . . .
h(x) > 0 en todo R, se concluye que g(x) = e2'°8"(%¥) es analitica en R, en particular en el intervalo

[0,1], porque es la composicién de funciones analiticas. Por lo tanto se puede expresar g como una serie
de potencias g(x) = Z cpX" con cp = ll’m+ g(x) = 1 #0. Esto justifica que la funcién f es de la forma
=0 x—0
1 .
H con o= 7 Por lo tanto, segin (H) se espera en este caso que la regla del trapecio tenga el orden

de convergencia fraccionario min {1+ 1/2,2} = 1.5, menor al valor cldsico . En efecto, tomando
las particiones n = 102, 103, 10*, 10°, de la relacién log —log del error absoluto versus & se puede
apreciar un orden de convergencia aproximadamente igual a 1.4943, valor consistente con lo antes
mencionado. Esto se puede observar en la Figura 2] Los errores absolutos se reportan en la Tabla 2]
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n h (I)ET[\/exj]
10> 1072 1.9931x107*
10° 107 6.4877x107°
10* 107 2.0702x 1077
10° 107°  6.5656 x 10~°
Tabla 2: Tabla de errores absolutos de la regla del trapecio aplicada a f(x) = Ve* — 1.

VI | LA REGLA DE SIMPSON Y RESULTADOS SIMILARES AL TRAPECIO

En esta seccién se enuncia la regla compuesta de Simpson y se obtiene un estimado de error para las
o

funciones de la forma f(x) = x* Z epx',con0 <o <4, a0¢{l,2,3},c,eRparan=0, 1,
n=0
co # 0y la serie de potencias convergente para todo x € (—R,R), donde R > b.

. L b .
Sea n € N un nimero par de particiones de la forma n = 2m, con tamafio de particién h = —, x; = ih,
n
b
donde i =0,1,2,...,n. Laregla compuesta de Simpson intenta aproximar / f(x)dx y se define como
0

0Slf] = 5 [f(x0) + 41 (x1) +2£(x2) +4f (x3) + 2 (x4) + -+ +4f (1) + f (xa)]

W =

el error absoluto cldsico estd dado por (Kincaid y cols., [2009; Siil: y Mayers|, 2003)

b
oEslf

b
f )dx — osh[f]‘_zggomh“, 7

donde My = ém[éyz] { ‘f(“) (€) ‘ } Por lo tanto Es[f] = O (h*), cuando i — 0. Esto indica que en ge-
e,

neral, no siempré, la regla de Simpson es mds precisa que la regla del trapecio, pero para aplicar el
estimado (7)) se requiere que f € C*([0,5]), condicién que no cumple la familia de funciones a estudiar.

El orden de convergencia para ofs ly ofs Z ¢, x"] se obtiene de manera similar al caso de la

regla compuesta del trapecio, excepto que en este caso el dlgebra es un poco mas tediosa. Por esta razén
solamente se describe de manera breve la deduccién del estimado de error. Para el caso f(x) = x* se
puede probar que

b
oy, b o] 7% A0 _ 1+oc7i _ _ o—374 6
/x dx—fsuh) = —5(2- 29— (- 2) (o~ D+ 0 ()
0
— o) (hml’n{1+06., 4}) , (8)

puesto que o ¢ {1, 2, 3}. El resultado (8] se obtiene nuevamente de la siguiente identidad interesante
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n h VES[¥®/19)
125% 107" 1.2090 x 1073
80 1.25x107% 6.5461x107°
800 1.25x1073 3.3296x 102
8000 1.25x107* 1.9984x 1071

Tabla 3: Tabla de errores absolutos de la regla de Simpson aplicada a f(x) = X210,

que aparece en los articulos (McGown y Parks, |2007; |Schumacher, 2022)

L 1 1 1
= 1+0c SLoo—-1_ - 2 1 o3 _ O( ocfs)
L R +12” 720 (@~ (@ Do 4 L(—o) + O(n )

y de esta misma 1dent1dad se pueden obtener
m—1
1
2(2 )OL (x 1 o _ H0— 1 0L+ 1220c o—1 _ 720(a 2)( _1)0(‘2(1’,”0(73_,'_z(xc(_oc)_"_O(m(fo)7

m o
Y @k—1)*= 1iam'+ —Ezoc o= '+577%(0L 2)(a —1)a2°‘m°‘*3+(1—2a)z;(—a)+o(m°‘*5>
k=1
las cuales se aplican a
m 2 m—1 2 m®
b I+o 140 o 1+0c
h k—1)*| +=h 2k ——h
0Sh[x%] l; T3 L;l( ) 3

y por lo tanto se obtiene (8). Finalmente, si se considera la familia de funciones mencionada al inicio
de esta seccion, se pueden aplicar los mismos argumentos de la seccion[[V]y se llega a que

bESl] = o(nmnlirend). ©)

VII | EXPERIMENTOS NUMERICOS PARA LA REGLA DE SIMPSON

En esta seccion se realizan experimentos numéricos que ponen a prueba los estimados de error y por lo
tanto el posible orden de convergencia fraccionario mostrado en (8) y ().

11 Experimento 3

En este experimento numérico se considera el intervalo de integracion [0, 1] y la funcién f(x) = x*
con o = 23/10. El valor exacto de la integral es 10/33. La regla de Simpson se aplica tomando
n =8, 80, 800, 8000 particiones. El estimado de error (7) no es aplicable en este caso porque
fé¢ C4 ([0,1]), pero segtn (8) se espera que el orden de convergencia sea min {1+ 23/10,4} = 3.3. En
efecto, en una escala log —log del error absoluto versus % se observa que el orden de convergencia es
de 3.2639 aproximadamente, consistente con el dato teérico (8). Esto se ilustra en la Figura[3] mientras
que en la Tabla 3| se muestran los errores absolutos.
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Error Absoluto en Escala Log-Log
-10 T T T T

Log(Error)

35 . . . . . .
« . 5 4 3 2

5 E
Log(h)

Figura 3: Error absoluto versus h en escala log —log para la regla de Simpson aplicada a *B/10,

2| Experimento 4

En este experimento numérico se considera la funcién f(x) = [sin(x)]l/ 0¢os(x) y el intervalo de

10
integracién [0, 1]. El valor exacto de la integral es m [sin(l)}”/lo. Se observa en este caso que f se
puede expresar en la forma

fx) = x% [sin(x)] I/IOCOS(X)v

X

cos(x) se puede considerar analitica en [0, 1] y esto se justifica

i)

en donde la funcién g(x) = {
x

. . 1
empleando los mismos argumentos de la subsecc1on Por lo tanto f es de la forma H con oL = 7

El estimado de error clasico no es aplicable en este caso porque f ni siquiera tiene primera
derivada continua. Pero segiin (9) se espera que la regla de Simpson tenga el orden de convergencia
fraccionario min {1+ 1/10,4} = 1.1, menor al valor clasico (7). En efecto, tomando las particiones
n =8, 80, 800, 8000, de la relacién log —log del error absoluto versus 4 se puede apreciar un orden
de convergencia aproximadamente igual a 1.1000, valor consistente con lo antes mencionado. Esto se
observa en la Figura[d] Los errores absolutos se reportan en la Tabla 4]

VIII | CONCLUSIONES

Los estimados de error clasicos de las reglas compuestas del trapecio y Simpson requieren que la
funcidn a integrar tenga segunda y cuarta derivada continua, respectivamente. En este trabajo se observo
que para cierta clase de funciones este requisito se puede eliminar. Las consecuencias son que el orden
de convergencia puede ser fraccionario y menor a los resultados clédsicos. Existen también casos en los
que el orden de convergencia cldsico se mantiene pero el requisito del orden de diferenciabilidad no
se cumple. Por ejemplo, para la regla compuesta del trapecio un 1 < o0 < 2 implica convergencia de

93



94 | REF-UNAH vl1lil, 85-95 (2023)

Error Absoluto en Escala Log-Log
2 . . T T

Log(Error)

12 . . . . . .
« . 5 4 3 2

5 E
Log(h)

Figura 4: Escala log—log para el error absoluto de Simpson aplicado a f(x) = cos(x) [sin(x)] 1710

n h 0Eslf]

8§ 1.25x107' 2.6209%x 1072
80 1.25x1072 2.0823x 1073
800 1.25x107% 1.6540x 10~*

8000 1.25x107% 1.3138x107°

Tabla 4: Tabla de errores absolutos de la regla de Simpson aplicada a f(x) = cos(x) [sin(x)] 1/10,

orden dos, a pesar que la funcién no tenga segunda derivada continua. De manera similar, para la regla
compuesta de Simpson, un 3 < & < 4 implica convergencia de orden 4, sin que la funcién tenga cuarta
derivada continua. Se finaliza mencionando que estos resultados fueron posibles gracias a las férmulas
interesantes que aparecen en (McGown y Parks, [2007; |Schumacher, 2022).
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