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Resumen

Se realiza un estudio numérico del método de elemento finito “Local Discontinuous Galerkin” (LDG) aplicado a los
problemas no lineales de Bratu y de Troesch en el régimen estacionario. A diferencia de otros esquemas numéricos,
se muestra la capacidad del método para a) aproximar ambas soluciones de bifurcacién en el problema de Bratu;
y b) obtener soluciones para valores grandes del pardmetro de Troesch. Ademds se muestra la ventaja de utilizar
polinomios de alto orden para obtener aproximaciones muy precisas.

Palabras clave: Problema de Bratu y de Troesch, ecuacion de difusion y reaccion mo lineal, método Local
Discontinuous Galerkin (LDG), aproximaciones de elemento finito de alto orden.

Abstract

A numerical study of the finite element method “Local Discontinuous Galerkin” (LDG) applied to the non-linear
Bratu’s and Troesch’s problem in the steady state regime is presented. Unlike other numerical schemes, it is shown,
numerically, the ability of the LDG method a) to approzimate both bifurcation solutions in Bratu’s problem; and b)
to obtain solutions for large values of Troesch’s parameter. The advantage of using high-order polynomials to obtain
accurate approrimations is also addressed.

Keywords: Bratu and Troesch problems, diffusion and non linear reaction equation, Local Discontinuous

Galerkin method (LDG), high order finite element approzimations.
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I. INTRODUCCION

camente mediante una ecuaciéon en derivadas par-
4 ciales conocida como ecuacién de difusién-reaccion.
Concretamente en [a, b] y condiciones de Dirichlet, u(a) =

ug ¥ u(b) = up:
— (/-w’)/—i—r(u) = f,

donde se asume la existencia de kg > 0 tal que 0 < kg <
k(z) para todo = € (a, b); y 7 : R — R es una funcién
no lineal. Debido a la naturaleza no lineal del término
de reaccién, resulta dificil, y en algunos casos imposible,

n ) IVERSOS fenémenos fisicos se modelan matemati-

en (a, b), (1)

encontrar una expresion analitica para la solucién de di-
chos problemas; por lo que se debe recurrir a métodos
numéricos para su aproximacion. En este trabajo nos con-
centramos particularmente en la aproximacion numérica
de dos problemas cuya formulacion se describe mediante
la ecuacién modelo :

a) El problema de Bratu, [4], el cual se utiliza como
modelo de igniciéon de combustible, se describe como

un problema no lineal de valores propios, con u(0) =
0, u(1) = 0 y cuya forma es la siguiente

—u”"+ X" = 0, en (0,1). (2)

La variable u representa un exceso de temperatura
adimensional de un material combustible, el parame-
tro A es una tasa adimensional de produccién de ca-
lor. Para reacciones quimicas en un material rigido,
el término exponencial representa el calor generado
por la reaccién quimica mientras que el operador di-
ferencial de segundo orden modela el calor removido
por conduccién. Este modelo también se utiliza en
areas tales como nanotecnologia, [I]; transferencia
de calor radiactivo, [3]; teorfa de reactores quimicos,
[11]; teorfa de reacciones térmicas [13]; y el modelo
de Chandrasekhar para la expansiéon del universo
[14, 22]. Asimismo, este ha sido ampliamente utiliza-
do como punto de referencia para validar propieda-
des de los métodos numéricos: tasa de convergencia,
precisién y estabilidad. En [I3] puede encontrarse
una descripcion detallada acerca de la historia e
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importancia de este problema.

b) El problema de Troesch [21], el cual surge de la
investigacién del confinamiento de una columna de
plasma por una presién de radiacién [23] y también
en la teorfa de electrodos de gas poroso [12} [I7], es
expresado como u(0) =0, u(1l) = 1:

—u” + BsinhBu = 0, en (0,1), (3)

donde 3 se conoce como el parametro de Troesch. En
[21], se demostré que este problema tiene una singu-

B

cual dificulta la aproximacién numérica para valores
grandes de este parametro.

1 8
laridad aproximadamente en x5 = — In ( y’(O)) ;o

Se debe senalar que existen expresiones explicitas para
la solucién de ambos problemas; Ascher presenta una
para el problema de Bratu en [2]; Roberts y Shipman
proponen una para la ecuacién de Troesch en [20]. Ambas
expresiones requieren del conocimiento de un punto fijo
especifico; sin embargo, el calculo de dicho punto, es por
lo general un gran reto numérico para cierto rango de
valores caracteristicos del problema; de ahi el interés en
el desarrollo de discretizaciones espaciales que puedan ser
exitésamente aplicadas a la ecuacién original.

El método de elemento finito Galerkin Discontinuo
es una técnica de discretizacién espacial que ha dejado
de ser un método experimental; y es considerada en la
actualidad un método muy versatil para aproximar ecua-
ciones en derivadas parciales. Uno de estos métodos es
el “Local Discontinuous Galerkin” (LDG por sus siglas en
inglés), el cual fue propuesto originalmente por Cockburn

//flqh-r + apr

I,

oG = [ +vstun)

Iy,

Notese que la continuidad de la aproximacién en los no-
dos x; se impone débilmente por medio de flujos numéri-
cos, Up, v (/1/7” que no son mas que aproximaciones de u y
q, en cada nodo. Estos se definen de manera general, para
todo nodo interior zj, como combinaciones convexas de
los valores de q;, y up, en las celdas I, e Ij; especifica-
mente, sea i € [0, 1], el cual llamaremos pardmetro de

gradiente del método LDG:
up(z) = (1— )\k)uffl (z;) + )\ku],fb (z7)) (6a)

@ () = ed) "t (2) + (1= M) gl () (6b)

En los nodos de frontera, se definen utilizando el dato
de Dirichlet; es decir,

up(20) = uq up(rN) =

?h(l”o) = qh(xé)

and Shu, en [I0]. Debido a sus excelentes propiedades
de estabilidad y alta precision, este ha sido aplicado a
una gran variedad de ecuaciones. El primer anélisis de
convergencia del método LDG para un problema de di-
fusién pura, (r(-) = 0) se presenté en Castillo y col. [7];
Perugia y Schétzau analizaron el método para la versién
hp en [19]; y un resultado de superconvergencia para la
variable auxiliar se discutié en Cockburn y col. en [9]. En
[5], Castillo realiz6 un estudio comparativo, el cual revels
cierta superioridad del método LDG en comparaciéon a
otros métodos discontinuos similares. El presente estudio
es el primero en considerar el método LDG, en su versién
estabilizada, para la aproximacién de estos problemas.

II. Mfropo LDG EN 1D

A continuacién se describe, brevemente, la formulacion
del método LDG para el problema modelo de difusién y
reacciéon no lineal, Ecn. . Para ello, se procede al igual
que en [7], reescribiendo el problema modelo como un
sistema de primer orden en las variables (g, u), donde la

variable auxiliar ¢ = —ku/, se obtiene
K lg+u =0 (4a)
q+r(u)=f (4b)

Sea Tj, = {xk}i\;o una particién de [a, b], con puntos
no necesariamente uniformemente distribuidos; en cada
celda Iy, = (wg, Tky1), el método LDG, busca aproxima-
ciones up(+) y q(+) de u(-) y q(-) respectivamente; en el
espacio, IPp, , de polinomios de grado menor o igual a py,
con pg > 1; de tal manera que las siguientes ecuaciones
se verifiquen para toda funcién de prueba r,v € IPp,

s —/uhr’ =0 (5a)

Tk

o +/r(uh)v: /)f (5b)

Tk

Iy Iy,

La influencia del pardmetro A se discutié en [9] para
mallas Cartesianas y en [0] para el caso general de mallas
no estructuradas. El término de estabilidad s(-), el cual
garantiza la existencia y unicidad de la solucién del pro-
blema discreto, [7, [19], en el caso de difusién pura (sin
reaccién) se define por

s(un) ) = 3= (wha) —uf ) ()

donde n, > 0, y hy = max{l(I;_1),l(I;)} para todo
k=1,...,N —1. Finalmente, sumando sobre todas las
celdas, se obtiene un sistema no lineal de la forma

Dqy, + Bup, = by (9a)
—Bq), + Sup + Ry (up) = by (9b)

donde las matrices D, B y S son los operadores discretos
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de difusion lineal, gradiente y estabilidad, respectivamente;
y R (+) es el operador discreto de reaccion no lineal.

A. Detalles sobre implementacion.

Noétese que al no imponer continuidad, la matriz de
difusion D es diagonal por bloques; por lo que en la
préctica, el sistema no lineal, dado por las ecuaciones
y , se reduce a un sistema no lineal en la variable
primaria up:

fh(uh) = Apup, + Rh(uh) —-b = (10)

donde la matriz A, = S + BT D™ B representa la dis-
cretizacién del operador, —A(+) y b = b, — BT D™ 'b,. En
[8], Castillo y Sequeira, presentaron un algoritmo de en-
samblado répido y eficiente para la matriz Ay, el cual
no requiere del almacenamiento de las matrices globa-
les D, B, S; dicho procedimiento es de gran interés para
simulaciones en 2D y 3D.

El sistema no lineal global se resuelve mediante la
iteracién de Newton para sistemas, la cual se implementa
de la siguiente forma, para l =0,1,...:

5O = L) _ 0 (11a)
(th(u(l))) s = —Fu®) (11b)
) =4 4 50 (1lc)

Puesto que la dimensién del dominio espacial es 1D; en
nuestras simulaciones, el sistema lineal Ecn. (11b]), no es

R (wn)lf = fr(ul(@))es(a)da

Iy

El célculo de DFp(up) = Ap + DRy (uy), se reduce
al Jacobiano de la parte no lineal, DR, (up). Ademads es
importante resaltar que debido a la naturaleza del método;
este se calcula; una vez mas de manera independiente,
celda por celda. La matriz resultante es diagonal por

/Dr

En la Figura[l| se muestra la estructura de las matri-
ces Ay, vy DRp(up); las cuales son matrices huecas por
bloques.

[DRy, (up)]

Q

(2)¢j(x)dx ~ | Dl Y wyDr(uf oy (#1)) Li(#1) Lj ()

de gran tamafio, no mas de veinte mil incégnitas, por
lo que este se resuelve simplemente por el método de
eliminacion de Gauss; obviamente, para problemas en
2D/3D, es més conveniente utilizar un método iterativo
como Gradiente Conjugado, GMRES, BiCG o QMR. Esto
se tratard en un préximo trabajo.

Esencialmente, la iteracion de Newton requiere dos
operaciones: a) la evaluacién del operador no lineal Fj(-);
y, b) la generacién del Jacobiano DFp(-). A continua-
cién describimos en detalle el calculo de estos operadores.
Sin pérdida de generalidad, se asume aproximaciones de
grado uniforme p y como base local para el espacio de
elemento finito Py, en la celda de referencia [ = [~1, 1],
se considera la familia de polinomios ortogonales de Le-
gendre {Lj (56)}?20. La base correspondiente a la celda
I;;, mediante el mapeo local vy, : [ — I, se reduce
a{pj=1Ljo ¢k_1}];:0? y la aproximacién uf () en esa

Z HC)

A diferencia del método de elemento finito tradicional;
el cual impone, fuertemente, la continuidad entre celdas
adyacentes; en los métodos discontinuos, el término de
reaccion se calcula; de manera independiente, celda por
celda, y contribuye especificamente a la parte del vector
global asociado a esa celda. Sea {Z;, wl}f\; o una cuadratura

suficientemente precisa. La contribucién de la celda I},
al término de reaccién, vector [Ry(up)]”, se aproxima,

numéricamente de la siguiente manera. Para todo ¢ =
0,...,p:

celda, se escribe como uf (z

N
(D] > wrr (uf o v (81)) Li(#) (12)

bloques; donde cada bloque es de tamanio p+ 1 x p+ 1.
Para todo i,7 = 0,...,p, la entrada (i,5) del bloque
[DRh(uh)]k, asociado a la celda I, se aproxima de la
siguiente manera:

N
(13)
1=0

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
nz=12128 nz = 4410

(a) Parte difusiva: Ap, (b) Parte reactiva: DRy, (up,)

Figura 1: Patrén de matrices en DFp ().
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III. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Los siguientes experimentos muestran la eficiencia del
método LDG para resolver los retos particulares de los
problemas de Bratu y de Troesch. La tolerancia utilizada
en cada experimento para el método de Newton fue tol =
1071 y se usé el error relativo de dos aproximaciones
consecutivas: ||uf ™ —uf||2 < ||uf||2 * tol como criterio

de parada.

A. Problema de Bratu

El principal resultado sobre la existencia y multiplici-
dad de soluciones del problema de Bratu, [4] , muestra que
existe un valor critico A, &~ 3.513830719 (pardmetro de
Kamenetskii) para el cual, la ecuacién posee 2 soluciones
si A < A¢, una para A = A. y ninguna para A > A..

Como primer objetivo deseamos mostrar que el méto-
do LDG converge de manera 6ptima en h para el potencial
up; es decir orden O (hP™) donde h estd definida por,
h=méx{l(Ix) : k=0,...,N —1}; y O(hP) para el gra-
diente, g;,. Para ello comparamos los resultados obtenidos
con la solucién exacta presentada en [2], la cual estd dada
por

cosh ((x - %)%)

u(z) = —2In cosn(D)

; (14)

donde 6 resuelve
6 = V2X cosh (i) . (15)

Las Tablas [ y ] muestran las tasas de convergencia
del error en la norma Lo para aproximaciones de grado
p=1,2y 3; con A = 1. La malla inicial es de 10 celdas
con puntos uniformemente distribuidos, y las siguientes
fueron obtenidas por refinamiento uniforme.

Como segundo objetivo se muestra que el método
LDG es capaz de encontrar ambas soluciones para el
caso A < A¢, lo cual no es posible para otros esquemas
numéricos: como el método de diferencias finitas estandar,
y el método de descomposicién de Adomian [I8]. Las
Figuras [2] [3] y [4] muestran las graficas de la solucién
exacta y aproximada; para ambas ramas de bifurcacién, y
para A = 3.0, 3.5, 3.513, respectivamente. Nétese que a
medida A se aproxima al valor critico \., ambas soluciones
se aproximan; lo cual es de esperar ya que para dicho
valor, el problema posee exactamente una solucion.

Los célculos se realizaron con una malla uniforme
de 20 celdas y polinomios de grado p = 1. Como apro-
ximacién inicial para el método de Newton, se utilizd
ugo) (z) = asin(mz), como se sugiere en [I5]; en este caso
se utiliz6 o = 1,3 para la solucién inferior y superior
respectivamente.

0.8

0.6 -

0.4 - ——1u(z) (rama inferior)
—}up(2) (rama inferior)
= u(z) (rama superior)
——uy,(2) (rama superior)

0.2 -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

Figura 2: Aproximacidén del problema de Bratu, A = 3.0.

0.8 -

0.6 -

0.4 r

= u(z) (rama inferior)

—u;(z) (rama inferior)
= 1(z) (rama superior)
— 1y (z) (rama superior)

02

02 L I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

€T

Figura 3: Aproximacidn del problema de Bratu, A = 3.5.

08

0.6 -

0.4 -

=——1u(z) (rama inferior)

02t —uy,(z) (rama inferior)
= u(z) (rama superior)
——uy(z) (rama superior)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xT

Figura 4: Aprozimacion del problema de Bratu, A = 3.513.

B. Problema de Troesch

Al igual que en el problema anterior, nuestro primer
objetivo es mostrar que el método converge de manera
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L p=1 p=2 p=3
Error Tasa Error Tasa Error Tasa
1.00e-01 | 6.44e-04 — 1.80e-06 — 3.56e-08 —
5.00e-02 | 1.62e-04 1.99e+400 | 2.03e-07 3.15e+00 | 2.09e-09  4.09e+00
2.50e-02 | 4.08e-05 1.99e+400 | 2.54e-08 3.00e+00 | 1.29e-10 4.01e+00
1.25e-02 | 1.02e-05 2.00e+00 | 3.20e-09 2.99e+00 | 8.09e-12 4.00e+00
6.25e-03 | 2.56e-06 2.00e+00 | 4.01e-10 2.99e+4-00 | 5.41e-13  3.90e+00

Tabla 1: Convergencia del potencial uy, para A\, = 0.

L p=1 p=2 p=3
Error Tasa Error Tasa Error Tasa
1.00e-01 | 1.03e-03 — 5.59e-06 — 6.50e-08 —
5.00e-02 | 5.09e-04 1.02e+400 | 8.78e-07 2.67e+00 | 6.73e-09 3.27e+00
2.50e-02 | 2.55e-04  9.99e-01 | 1.73e-07 2.35e+00 | 7.90e-10  3.09e+00
1.25e-02 | 1.28¢-04  9.97e-01 | 3.99¢-08 2.11e+00 | 9.71le-11  3.02e+00
6.25e-03 | 6.39e-05  9.98e-01 | 9.80e-09 2.03e+00 | 1.21e-11  3.00e+00

Tabla 2: Convergencia de la variable auziliar q;, para A\, = 0.

6ptima en h. Para ello comparamos los resultados obteni-
dos con la solucién exacta presentada en [21]:

2

u(z) = = sinh ™! (gsc (ﬂx,m)) , (16)
B 2

donde sc(+,-) es la funcién eliptica de Jacobi,

a=2(1—m)"? y m resuelve

sinh (£
(1_11775)2)/2 = sc(ﬂ,m). (17)

Es importante resaltar que ain teniendo una expresion
analitica para la solucion, es extremadamente dificil obte-
ner, con suficiente precision, el valor de m apropiado para
valores grandes de (3. De acuerdo al anélisis presentado
por Roberts y Shipman en [20], la dificultad estriba en
el célculo de la solucién de interés de la ecuacién ,
la cual posee multiples soluciones que se acumulan en 1.
Esto se ilustra en la Figura

En la Figura [6] se muestran las gréaficas de los errores
obtenidos por el método LDG, con flujo bidireccional,
para 8 = 10 y 15, donde se observa un comportamien-
to asintOtico con una tasa de convergencia Optima en
h: O (th) para el potencial (o variable primaria). Los
célculos se realizaron a partir de una malla inicial de 16
celdas con una distribucién geométrica en los nodos y
5 refinamientos globales; y como aproximacién inicial se

.1, (0
consider6 uEL ) — 0.

0999889

(b) B = 10.

Figura 5: Distribucion de los puntos fijos de la ecuacion .
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up|2)
&

log;o(||u

4 /

sk

l /
| ©p=1

>-p =
—+pr=3

. . . . . . .
2 18 6 14 42 1 08 06 04 02
logy(h)

(a) tasas 1.95 (p=1), 2.92 (p = 2), 3.89 (p = 3).

-

S
S
©p=1
or >p=2
ol —+p=3

2 18 16 44 42 4 08 06 04 02
log;o(h)

(b) tasas 1.95 (p=1), 2.91 (p =2), 3.91 (p = 3).

Figura 6: Convergencia del potencial para 8 = 10@ y para

B =15 @

En la Tabla [3] se realiza una comparacién con la so-
lucién provista por Scott en [I6], para algunos puntos
particulares; en el caso § =10, p =25 =20y h = 0.01.
Se incluye el error relativo porcentual.

El comportamiento del error para el potencial con
respecto al grado de aproximacion, p, se ilustra en la
Figura[7} para # = 1.5 y una malla uniforme fija con 5
celdas. La Tabla [l muestra la cantidad de celdas y grados
de libertad que requiere una aproximacion de grado 1
para obtener aproximadamente la misma precisién que
la obtenida con polinomios de grado p > 1. Por ejemplo,
para obtener una precisién similar a la de p = 6, (35
grados de libertad), se requiere una malla de 10500 celdas
(21000 grados de libertad). Debido a la regularidad de
la solucién, esto muestra que es mas conveniente utilizar
aproximaciones de alto orden. Por tal motivo, en la Figura
B se muestran aproximaciones obtenidas por el método
LDG para distintos valores de £ utilizando p = 24 y una
malla uniforme de 100 celdas. Notese que se han incluido
valores del pardmetro de Troesch para los cuales no se
puede usar la expresién analitica, Fcn. , debido a la
dificultad en el calculo del punto fijo, m, en la ecuacién

[T.

’ D ‘ Error(1) ‘ # celdas ‘ # grados de libertad ‘
2 [ 1.4e-04 25 50 (15)
4| 2.7e-07 550 1100 (25)
6 | 8.9e-10 10500 21000 (35)
8 | 2.6e-12 14000 28000 (45)

Tabla 4: Aproxzimaciones de grado 1, en negrita grados de
libertad para aprorimaciones de grado p para una
malla de 5 celdas.

logio(llu — wnpll2)

Figura 7: Error del potencial vs p para el problema de
Troesch, f = 1.5.

08

06

up, ()

04

0.2

T

Figura 8: Aprozimaciones obtenidas por el método LDG para
diferentes valores de .

Finalmente, consideramos importante ilustrar, median-
te el siguiente ejemplo, la sensibilidad del calculo de m,
Ecn. , para determinar las tasas de convergencia de un
esquema numeérico arbitrario; en nuestro caso particular
para el LDG. En la Figura [9] se muestra el calculo del
error Lo del potencial utilizando aproximaciones de grado
2; B = 10; para 4 representaciones decimales de m con
distinta precision; 5,7,9 y 11 decimales. En principio, se
deberia obtener la misma linea cuya pendiente indicaria
el orden de convergencia del método. Sin embargo, ndtese
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’ ‘ u(z)[16] ‘ up () | % Error relativo

0 | 0.0000000000000 | 0.0000000000000 —

0.1 | 0.0000421118367 | 0.0000421118993 1.49e-06
0.2 | 0.0001299639238 | 0.0001299641158 1.48e-06
0.3 | 0.0003589778855 | 0.0003589784014 1.44e-06
0.4 | 0.0009779014227 | 0.0009779027719 1.38e-06
0.5 | 0.0026590171780 | 0.0026590204905 1.25e-06
0.6 | 0.0072289246952 | 0.0072289312132 9.02e-07
0.7 | 0.0196640602566 | 0.0196640630977 1.44e-07
0.8 | 0.0537303295856 | 0.0537303293505 4.38e-09
0.9 | 0.1521140787863 | 0.1521140764058 1.56e-08
1.0 | 1.0000000000000 | 0.9999999995951 4.05e-10

Tabla 3: Solucion puntual del problema de Troesch con el método LDG para 8 = 10.

que el valor de la solucién exacta es extremadamente sen-
sible a la representaciéon decimal de m; lo cual se refleja
en las pendientes de cada curva; siendo la correcta la
obtenida para 11 cifras.

[

%-2.5—

|4l ,
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Figura 9: Sensibilidad del cdlculo de m para la determinacion
de las tasas de convergencia.

IV. CONCLUSIONES

Se presentaron algunos detalles generales sobre la im-
plementaciéon del método Local Discontinuous Galerkin
para el estado estacionario de un problema de difusién con
reaccién no lineal en 1D. En particular se enfatizé sobre
el calculo del término de reaccion no lineal y su Jacobiano.
Los experimentos numéricos presentados muestran la efec-
tividad del método LDG para los problemas de Bratu
y de Troesch, para diferentes valores de los parametros
caracteristicos de dichos problemas: A y 3, respectivamen-
te. Ademads de obtener aproximaciones con alta precision,
resulta interesante observar, que a pesar de tener una
expresion analitica para el problema de Troesch, la cual
se reduce, esencialmente, al calculo de un punto fijo parti-
cular, el método LDG es capaz de eludir la dificultad de
calcular dicho punto para grandes valores del parametro
de Troesch. Utilizando soluciones de referencia en ambos

problemas, se mostré que el método LDG converge con
orden 6ptimo en h: O (th) para el potencial; y orden
O (hP) para la derivada. De esta manera, se muestra que
el método LDG, es un método confiable y robusto, que
puede ser utilizado para obtener soluciones en problemas
mas generales donde no se conocen soluciones explicitas.
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